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 3) ความพงึพอใจของกลุ่มตวัอย่างทีใ่ช ้MSU–GPS 
พบว่ากลุ่มตัวอย่างมคีวามพงึพอใจอยู่ในระดบัพงึพอใจ
มาก เนื่องจาก MSU-GPS ง่ายตอการใช้งาน สืบ
เนื่องมาจากการออกแบบแบบเรยีบง่าย สอดคลอ้งกบัค า
กล่าวของ ไพรสน  ศริพิลู [6] การออกแบบแบบเรยีบง่าย 
คอืการออกแบบเพื่อสือ่สารได ้ตรงไปตรงมา โดยน าเสนอ
ในสิง่ทีจ่ าเป็นตอ้งม ีและตอ้งมอีย่างพอเพยีง 
 
5.  สรปุผลการวิจยั 
 1. เฟรมเวิร์กที่ผู้วิจ ัยได้พัฒนาขึ้นส าหรับสร้าง 
MSU–GPS ม ี3 องคป์ระกอบ ไดแ้ก่ 1) ปรบัสเกลโมเดล
แผนที่ 3 มิติ เพื่อให้สามารถแสดงผลในโทรศพัท์มอืถือ 
2) เชื่อมต่อและรบัสญัญาณ GPS และแสดงพกิดัปจัจุบนั
ของผู้ ใ ช้  3 )  ค้นหา เส้นทางที่ ใ กล้ที่ สุ ด  ซึ่ ง ทั ้ง  3 
องคป์ระกอบน าไปสูก่ารพฒันา MSU-GPS ได ้
 2. การประเมินประสิทธิภาพของ MSU–GPS มี
ประสทิธภิาพอยู่ในระดบัด ีค่าเฉลีย่โดยรวม เท่ากบั 4.07 
 3. การศึกษาความพึงพอใจของกลุ่มตัวอย่างที่
ทดลองใช้ MSU-GPS พบว่ากลุ่มตัวอย่างมีความพึง
พอใจอยู่ในระดบัมาก ค่าเฉลีย่โดยรวม เท่ากบั 4.13 
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บทคดัย่อ 
   งานวิจัยนี้ เป็นการศึกษาความสัมพันธ์ระหว่าง
ความถี่ธรรมชาติและอตัราส่วนทางเรขาคณิตของแผ่น
สี่เหลี่ยมผืนผ้า ที่เป็นวัสดุเชิงประกอบเรียงชัน้แบบ 
[0/90]s ขอบสีด่้านรองรบัแบบยดึแน่น วธิคีนัโตโรวชิได้
ถูกน ามาใช้ในการค านวณความถี่ธรรมชาติที่อตัราส่วน
ทางเรขาคณิตดา้น y ต่อดา้น x เท่ากบั 0.50:1.00 ถึง 
2.00:1.00 ผลการค านวณความถีธ่รรมชาตแิละอตัราส่วน
ทางเรขาคณิตชุดหนึ่ง จะถูกน ามาสร้างสมการแสดง
ความสมัพนัธโ์ดยวธิวีเิคราะหแ์บบถดถอย จากนัน้จะสอบ
ทวนสมการแสดงความสมัพนัธก์บัผลการค านวณความถี่
ธรรมชาติและอัตราส่วนทางเรขาคณิตอีกชุดหนึ่ง ซึ่ง
พบ ว่ า ค ว า มถี่ ธ ร รม ช าติที่ ไ ด้ จ า ก สมก า รแ สด ง
ความสมัพนัธม์คีวามคลาดเคลื่อนสงูสดุจากวธิคีนัโตโรวชิ
เท่ากบั 1.278% 
ค าหลกั  การวเิคราะหแ์บบถดถอย ความถี่ธรรมชาต ิ
วสัดุเชงิประกอบ ยดึแน่น 
 
Abstract 
   This research was to study the relationship 
between the natural frequencies and the geometric 
ratios of [0/90]s laminated rectangular plates with all 
edges clamped.  The Kantorovich method was 
applied to calculate the natural frequencies with the 
geometric ratios from 0.50: 1.00 to 2.00: 1.00.  One 
result set of them was used to create the 

relationship equation by the regression analysis and 
another one was verified by the relationship 
equation.  The comparing results shown that the 
natural frequencies obtained from the relationship 
equation had maximum error from the Kantorovich 
method 1.278%. 
Keyword:  Regression analysis, natural frequency, 
composite material, clamped 
 
1. บทน า 

ปจัจุบันได้มีการน าวัสดุเชิงประกอบมาใช้ในงาน
วศิวกรรมอย่างแพร่หลาย เนื่องจากวสัดุเชิงประกอบมี
ความแขง็แรงสงู น ้าหนักเบา ทนต่อการกดักร่อน ทนต่อ
กา รสึกห รอ  แ ล ะสาม า รถออกแบบ ให้ต ร ง ต าม
วตัถุประสงค์ของงานได้ วสัดุเชงิประกอบจะถูกน ามาใช้
ในงานวศิวกรรมในรปูของแผ่นบาง บางครัง้แผ่นบางอาจ
ถูกน ามาใชใ้นการรบัภาระแบบสัน่สะเทอืน ซึง่แผ่นบางจะ
เกดิความเสยีหายอย่างมาก ถา้ความถีข่องภาระภายนอก
ตรงกับความถี่ธรรมชาติของแผ่นบาง ดังนัน้การหา
ความถี่ธรรมชาติของแผ่นบางจึงมีความส าคัญในงาน
วศิวกรรม การหาความถี่ธรรมชาติของแผ่นบางโดยวธิี
แม่นตรง (exact method) จะท าไดต่้อเมื่อแผ่นบางมขีอบ
สองด้านตรงข้ามรองรบัแบบอย่างง่าย หากแผ่นบางมี
ขอบสองด้านตรงข้ามรองรับแบบอื่น อาจหาความถี่
ธ ร รมชาติ ข อ ง แผ่ นบาง ได้ จ ากวิ ธีก า รปร ะมาณ 
(approximation method) ซึง่วธิกีารประมาณหากแผ่น
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บางมกีารเปลีย่นค่าอตัราสว่นทางเรขาคณิต เงื่อนไขขอบ 
คุณสมบัติ เชิงกลของวัสดุ  จะต้องท าการประมาณ
ค่าความถีธ่รรมชาตขิองแผ่นบางใหม่ทุกครัง้ 

จากเหตุผลดงักล่าวขา้งต้นจงึได้มีการสร้างสมการ
แสดงความสัมพันธ์ระหว่างความถี่ธรรมชาติและ
อตัราสว่นทางเรขาคณิตของแผ่นบางรปูสีเ่หลีย่มผนืผา้ ที่
เป็นวัสดุไอโซทรอปิค (Isotropic) ขอบสามด้านรองรบั
แบบปล่อยอิสระและขอบอีกด้านรองรับแบบยึดแน่น 
(CFFF) [1] ขอบสองดา้นตรงขา้มรองรบัแบบยดึแน่นและ
อกีสองดา้นรองรบัแบบปล่อยอสิระ (CFCF) [2] ขอบสี่
ดา้นรองรบัแบบปล่อยอสิระ (FFFF) [3] เพื่อหาความถี่
ธรรมชาตขิองแผ่นบางทุกอตัราส่วนทางเรขาคณิต และ
ไดม้กีารน าค่าสมัประสทิธิข์องสมการแสดงความสมัพนัธ์
ระหว่างความถีธ่รรมชาตแิละอตัราสว่นทางเรขาคณิตของ
แผ่นบางรูปวงกลมและวงร ีมรีูตรงกลาง ทีเ่ป็นวสัดุไอโซ
ทรอปิค ขอบดา้นในและดา้นนอกมกีารรองรบัหลายแบบ 
มาเป็นค่าน ้าหนักสเกลลาร ์(Scalar Weight) ส าหรบัคูณ
กบัค่าอินพุตสเกลลาร์ (Scalar Input) ในโครงข่าย
ประสาทเทยีม (artificial neural network) แบบหนึ่ง
อนิพุต-หนึ่งเอาต์พุต (single input single output) [4] 
และแบบหลายอนิพุต-หนึ่งเอาต์พุต (multi input single 
output) [5] เพื่อน าไปสรา้งความสมัพนัธร์ะหว่างความถี่
ธรรมชาตแิละอตัราสว่นทางเรขาคณิตของแผ่นบาง 

งานวิจัยนี้จึงท าการศึกษาความสัมพันธ์ระหว่าง
ความถี่ธรรมชาติและอตัราส่วนทางเรขาคณิตของแผ่น
บาง ที่เป็นวสัดุเชงิประกอบเรยีงชัน้แบบ [0/90]s โดยใช้
วธิคีนัโตโรวชิในการค านวณความถีธ่รรมชาติทีอ่ตัราส่วน
ทางเรขาคณิตดา้น y ต่อดา้น x เท่ากบั 0.50:1.00 ถึง 
2.00:1.00 จากนั ้นสร้างสมการแสดงความสัมพันธ์
ระหว่างความถีธ่รรมชาตแิละอตัราสว่นทางเรขาคณิตโดย
วิธีวิเคราะห์แบบถดถอย และท าการสอบทวนสมการ
แสดงความสมัพนัธเ์พื่อตรวจสอบความถูกตอ้ง  

 
 
 
 
 
 
 

2. ทฤษฎี 
2.1  วิธีคนัโตโรวิช (The Kantorovich method:  KM) 

พลั ง ง า น ศั ก ย์ แ ล ะ พ ลั ง ง า น จ ล น์ ข อ ง แ ผ่ น
สี่เหลี่ยมผืนผ้า ที่เป็นวัสดุเชิงประกอบเรียงชัน้แบบ
สมมาตรดงัแสดงในรปูที ่1 เขยีนสมการไดเ้ป็น [6] 
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โดย a     คอื ความกวา้งดา้น x 
   b     คอื ความกวา้งดา้น y 
   ijD    คอื สตฟิเนสของวสัดุเชงิประกอบ 
   i      คอื 1, 2, 3, ..., 6 
   j     คอื 1, 2, 3, ..., 6 
   w     คอื ระยะการแอ่น 
   m     คอื มวลต่อพืน้ทีข่องวสัดุเชงิประกอบ 
        คอื ความเรว็เชงิมุมธรรมชาต ิ
    
ก าหนดผลเฉลยใหอ้ยู่ในรูป )()(),( yYxXyxw   แทน
ผลเฉลยในสมการ (1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่1  แผ่นสีเ่หลีย่มผนืผา้ขอบสีด่า้นรองรบัแบบยดึแน่น 
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พจิารณา )(xX  สามารถเขยีนสมการ (2) ไดเ้ป็น 
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ใชว้ธิแีปรผนั (variation method) และการอนิทเิกรตแยก
ส่วน (integration by part) สมการ (3) สามารถเขยีน
สมการควบคุม (4) และเงื่อนไขขอบ (5) และ (6) ไดเ้ป็น 
[7] 
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          ระนาบตัง้ฉากกบัแกน y 
 
ในท านองเดียวกันสมการ (2) เมื่อพิจารณา )(yY  
สามารถเขยีนสมการควบคุม (7) และเงื่อนไขขอบ (8) 
และ (9) ไดเ้ป็น [7] 
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พจิารณา )(xX  สามารถเขยีนสมการ (2) ไดเ้ป็น 
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ใชว้ธิแีปรผนั (variation method) และการอนิทเิกรตแยก
ส่วน (integration by part) สมการ (3) สามารถเขยีน
สมการควบคุม (4) และเงื่อนไขขอบ (5) และ (6) ไดเ้ป็น 
[7] 
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โดย yV     คอื แรงเฉือนรวมต่อหนึ่งหน่วยความยาว 
          บนระนาบตัง้ฉากกบัแกน y 
   yM    คอื โมเมนตด์ดัต่อหนึ่งหน่วยความยาวบน
          ระนาบตัง้ฉากกบัแกน y 
 
ในท านองเดียวกันสมการ (2) เมื่อพิจารณา )(yY  
สามารถเขยีนสมการควบคุม (7) และเงื่อนไขขอบ (8) 
และ (9) ไดเ้ป็น [7] 
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โดย xV     คอื แรงเฉือนรวมต่อหนึ่งหน่วยความยาว 
          บนระนาบตัง้ฉากกบัแกน x 
   xM    คอื โมเมนตด์ดัต่อหนึ่งหน่วยความยาวบน
          ระนาบตัง้ฉากกบัแกน x 
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สมการควบคมุ (4) สามารถเขยีนใหอ้ยูใ่นรปู 
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ซึ่งสามารถเขียนผลเฉลยกรณีรูปร่างโหมดสมมาตร 
(symmetry) และไม่สมมาตร (antisymmetry) ได้เป็น
สมการ (10.1) และ (10.2) ตามล าดบั 
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โดย 1q , 2q   คอื ตวัแปรความถี่ในทางแกน y  ดงั
แสดงในสมการ (11) และ (12) 
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แทนเงื่อนไขขอบ 0)/( dydY  และ 0Y  ในสมการ 
(10) ท าให้ได้ปญัหาค่าเจาะจง (eigenvalue problem) 
กรณีรูปร่างโหมดสมมาตรและไม่สมมาตรดังสมการ 
(13.1) และ (13.2) ตามล าดบั 
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ในท านองเดยีวกนัสมการควบคุม (7) สามารถเขยีนใหอ้ยู่
ในรปู 
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ซึง่สามารถเขยีนผลเฉลยกรณีรูปร่างโหมดสมมาตรและ
ไม่สมมาตรไดเ้ป็นสมการ (14.1) และ (14.2) ตามล าดบั 
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โดย 1p , 2p  คอื ตวัแปรความถีใ่นทางแกน x  ดงัแสดง
ในสมการ (15) และ (16) 
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แทนเงื่อนไขขอบ 0)/( dxdX  และ 0X  ในสมการ 
(14) ท าใหไ้ดป้ญัหาค่าเจาะจงกรณีรูปร่างโหมดสมมาตร
และไม่สมมาตรดงัสมการ (17.1) และ (17.2) 
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3.  วิธีการศึกษา 

แบ่งการศกึษาออกเป็น 5 สว่น คอื 
(1) การหาความถีธ่รรมชาตโิดยวธิคีนัโตโรวชิ 
(2) การหาความถีธ่รรมชาตโิดยวธิไีฟไนตเ์อลเิมนต์ 
(3) การสอบทวนวธิคีนัโตโรวชิ 
(4) การสร้างสมการแสดงความสัมพันธ์โดยวิธี

วเิคราะหแ์บบถดถอย 
(5) การสอบทวนสมการแสดงความสมัพนัธ ์

3.1  การหาความถ่ีธรรมชาติโดยวิธีคนัโตโรวิช 
(1) ก าหนดสมการเริ่มต้นส าหรบัการค านวณแบบ

ท าซ ้า ดังแสดงในรูปที่ 2 โดยสมการเริ่มต้นอาจเป็น
ฟงักช์นัใด ๆ ซึง่ไม่มคีวามสอดคลอ้งกบัเงื่อนไขขอบ แต่
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ถ้าสมการเริม่ต้นมีความสอดคล้องกบัเงื่อนไขขอบ การ
ค านวณแบบท าซ ้าจะมกีารลู่เขา้ของผลเฉลยไดเ้รว็ขึน้ [9] 
ในกรณีสมการเริม่ต้นเป็นฟงัก์ชนั x  ให้ค านวณค่า xS1  
ถงึ xS6  

(2) แทน xS1  ถึง xS6  ในสมการ (13) เพื่อหาค่า 
1q  และ 2q  จากนัน้แทนค่า 1q  และ 2q  ในสมการ (10) 

เพื่อหาฟงักช์นั y  
(3) น าฟงัก์ชนั y  ที่ได้จากขอ้ (2) ค านวณหาค่า 

yS1  ถงึ yS6  
(4) แทน yS1  ถึง yS6  ในสมการ (17) เพื่อหาค่า 

1p  และ 2p  จากนัน้แทนค่า 1p  และ 2p  ในสมการ (14) 
เพื่อหาฟงักช์นั x  

(5) น าฟงัก์ชนั x  ที่ได้จากข้อ (4) ค านวณหาค่า 
xS1  ถงึ xS6  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รปูที ่2 การค านวณแบบท าซ ้า 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่3  รปูร่างโหมดของแผ่นสีเ่หลีย่มผนืผา้ 
     ขอบสีด่า้นรองรบัแบบยดึแน่น[8] 

(6) แทน xS1  ถึง xS6  ในสมการ (13) เพื่อหาค่า 
1q  และ 2q  จากนัน้แทนค่า 1q  และ 2q  ในสมการ (10) 

เพื่อหาฟงักช์นั y  
(7) เปรียบเทียบค่า 1q  และ 2q  ที่ได้จากข้อ (6) 

และขอ้ (2) หากค่าความคลาดเคลื่อนไม่อยู่ในเกณฑ์ที่
ก าหนด ใหท้ าการค านวณแบบท าซ ้าต่อ 
3.2  การหาความถ่ีธรรมชาติโดยวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์
(Finite Element Method: FEM) 

(1) ก าหนดเอลเิมนต์ของแบบจ าลองเป็นเอลเิมนต์
แบบเปลอืก (Shell element) ชนิด 16-Layer ซึง่เป็นเอลิ
เมนต ์8 จุดต่อ โดยแต่ละจุดต่อม ี6 องศาความเป็นอสิระ 

(2) สรา้งแบบจ าลองแผ่นบางรปูสีเ่หลี่ยมผนืผา้ โดย
มคีวามกว้างด้าน x 1 เมตร ความกว้างด้าน y ตาม
อตัราสว่นทางเรขาคณิต 

(3) ก าหนดคุณสมบตัทิางกลของแบบจ าลอง 
(4) แบ่งแบบจ าลองออกเป็นเอลเิมนต์ 
(5) ก าหนดเงื่อนไขขอบในแบบจ าลอง 

3.3  การสอบทวนวิธีคนัโตโรวิช  
(1) แทน 1q  และ 2q  ในสมการ (12) หรอืแทน 1p  

และ 2p  ในสมการ (16) เพื่อหาความถีธ่รรมชาต ิ
(2) แทน 1q  และ 2q  ในสมการ (10) และแทน 1p  

และ 2p  ในสมการ (14) เพื่อหารูปร่างโหมดโดย 
)()(),( yYxXyxw   ดงัแสดงในรปูที ่3 

(3) เปรยีบเทยีบความถี่ธรรมชาตทิีไ่ดจ้ากวธิคีนัโต
โรวิชกับวิธีไฟไนต์ เอลิเมนต์  โดยก าหนดให้แผ่น
สีเ่หลีย่มผนืผา้เรยีงชัน้แบบ [0/90]s แต่ละชัน้มคีวามหนา 
2.5 mm มคีุณสมบตัิทางกล E1=138 GPa, E2=8.96 
GPa, G12=7.1 GPa, G23=2.82 GPa, 12=0.3, 
23=0.59 และ =1600 kg/m3 
3.4  การสร้างสมการแสดงความสัมพันธ์ โดยวิธี
วิ เคราะห์แบบถดถอย (regression analysis 
method) 

สร้างสมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความถี่
ธรรมชาติและอตัราส่วนทางเรขาคณิต โดยวธิกี าลงัสอง
น้อยทีสุ่ด (Least square method) จากขอ้มูลความถี่
ธรรมชาตทิีอ่ตัราส่วนทางเรขาคณิตดา้น y ต่อดา้น x (b: 
a) 0.50: 1.00 ถงึ 2.00: 1.00 โดยเพิม่ขึน้ทลีะ 0.1 
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3.5  การสอบทวนสมการแสดงความสมัพนัธ์ 
(1) แทนอตัราส่วนทางเรขาคณิต 0.55:1.00 ถึง 

1.95:1.00 โดยเพิม่ขึน้ทลีะ 0.1 ในวธิคีนัโตโรวชิ เพื่อหา
ความถีธ่รรมชาต ิ

(2) แทนอตัราส่วนทางเรขาคณิต 0.55:1.00 ถึง 
1.95:1.00 โดยเพิ่มขึ้นทีละ 0.1 ในสมการแสดง
ความสมัพนัธ์ที่ได้จากวธิีวิเคราะห์แบบถดถอย เพื่อหา
ความถีธ่รรมชาต ิ

(3) เปรียบเทียบความถี่ธรรมชาติที่ได้จากสมการ
แสดงความสมัพนัธโ์ดยวธิวีเิคราะหแ์บบถดถอยกบัวธิคีนั
โตโรวชิ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่4  เปรยีบเทยีบความถีธ่รรมชาตริะหว่าง 
          วธิคีนัโตโรวชิและวธิไีฟไนต์เอลเิมนต ์

 

4.  ผลการศึกษา 
(1) ผ ล ก า ร ค า น วณ รู ป ร่ า ง โ ห ม ด ข อ ง แ ผ่ น

สี่เหลี่ยมผืนผ้า ที่เป็นวัสดุเชิงประกอบเรียงชัน้แบบ 
[0/90]s โดยวธิคีนัโตโรวชิ สามารถเขยีนสมการไดเ้ป็น 
    )]cosh()cos([),( 1211 xpCxpCyxw xx  
     )1,1()];cosh()cos([ 2211 ModeyqCyqC yy   
    )]cosh()cos([),( 1211 xpCxpCyxw xx  
     )2,1()];sinh()sin([ 2211 ModeyqCyqC yy   
    )]cosh()cos([),( 1211 xpCxpCyxw xx  
     )3,1()];cosh()cos([ 2211 ModeyqCyqC yy   
    )]sinh()sin([),( 2423 xpCxpCyxw xx  
     )1,2()];cosh()cos([ 2211 ModeyqCyqC yy   
    )]sinh()sin([),( 2423 xpCxpCyxw xx  
     )2,2()];sinh()sin([ 2211 ModeyqCyqC yy   
    )]sinh()sin([),( 2423 xpCxpCyxw xx  
     )3,2()];cosh()cos([ 2211 ModeyqCyqC yy   
    )]cosh()cos([),( 1211 xpCxpCyxw xx  
     )1,3()];cosh()cos([ 2211 ModeyqCyqC yy   
    )]cosh()cos([),( 1211 xpCxpCyxw xx  
     )2,3()];sinh()sin([ 2211 ModeyqCyqC yy   
    )]cosh()cos([),( 1211 xpCxpCyxw xx  
     )3,3()];cosh()cos([ 2211 ModeyqCyqC yy   

(2) จากการเปรียบเทียบผลการค านวณความถี่
ธรรมชาตขิองแผ่นสีเ่หลีย่มผนืผา้ ทีเ่ป็นวสัดุเชงิประกอบ
เรยีงชัน้แบบ [0/90]s โดยวธิคีนัโตโรวชิและวธิไีฟไนต์เอลิ
เมนต์ ทีอ่ตัราส่วนทางเรขาคณิต 0.50:1.00 ,1.00:1.00 
และ 2.00:1.00 พบว่าผลการค านวณโดยวธิีคนัโตโรวิ
ชมคีวามสอดคลอ้งกบัวธิไีฟไนต์เอลเิมนต์ ดงัแสดงในรูป
ที ่4 

(3) จากการแปรผนัอตัราส่วนทางเรขาคณิตพบว่า
เมื่ ออัตราส่วนทางเรขาคณิตมีค่ า เพิ่มขึ้น  ความถี่
ธรรมชาตขิองแผ่นสีเ่หลีย่มผนืผา้ ทีเ่ป็นวสัดุเชงิประกอบ
เรียงชัน้แบบ [0/90]s มีค่าลดลง และความถี่ธรรมชาติมี
ความสมัพนัธ์กบัอตัราส่วนทางเรขาคณิต โดยสามารถ
เขยีนสมการแสดงความสมัพนัธใ์หอ้ยู่ในรูปสมการโพลโิน
เมียลอันดับ 6 พร้อมค่า เฉลี่ยก าลังสองของความ
คลาดเคลื่อน (R2) ดงัแสดงในรปูที ่5-13 

456 796.4601589.1319762.155 rrrf   
rrr 118.4855043.8756497.8479 23   

ความถ่ีธรรมชาติท่ีโหมด (2,1)

y = 132.818x6 - 1110.867x5 + 3811.706x4 - 6879.748x3 + 6916.696x2 - 
3705.027x + 1090.864

R2 = 1.000
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ความถ่ีธรรมชาติท่ีโหมด (1,1)
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ความถ่ีธรรมชาติท่ีโหมด (1,2)

y = 392.064x6 - 3330.947x5 + 11677.942x4 - 21729.016x3 + 22839.010x2 - 
13079.084x + 3383.204
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ความถ่ีธรรมชาติท่ีโหมด (1,3)

y = 773.581x6 - 6561.414x5 + 22954.047x4 - 42601.891x3 + 44681.847x2 - 
25613.002x + 6617.356
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)1,1(;981.1242 Mode  
456 942.11677947.3330064.392 rrrf   

rrr 084.13079010.22839016.21729 23 

 )2,1(;204.3383 Mode  
456 047.22954414.6561581.773 rrrf   

rrr 002.25613847.44681891.42601 23 

 )3,1(;356.6617 Mode  
456 706.3811867.1110818.132 rrrf   
rrr 027.3705696.6916748.6879 23   

)1,2(;864.1090 Mode  
456 883.12511838.3586355.423 rrrf   

rrr 143.13281239.23863631.23071 23 

 )2,2(;795.3430 Mode  
456 283.23185886.6608197.777 rrrf   

rrr 015.25806806.45274509.43140 23 

 )3,2(;422.6680 Mode  
456 676.2629315.768073.92 rrrf   

rrr 483.2540855.4747827.4733 23   
)1,3(;383.1066 Mode  

456 120.11860155.3437152.409 rrrf   
rrr 409.11889034.21893336.21563 23 

 )2,3(;924.3246 Mode  
456 796.24472127.7019958.828 rrrf   

rrr 573.26002078.46670954.45114 23 

 )3,3(;209.6739 Mode  
 

โดย f   คอื ความถีธ่รรมชาต ิ
r   คอื อตัราสว่น b: a 
 

(4) สมการแสดงความสัมพันธ์ซึ่งได้จากผลการ
ค านวณความถีธ่รรมชาตทิีอ่ตัราสว่นทางเรขาคณิต 0.50: 
1.00 ถึง 2.00:1.00 โดยเพิม่ขึน้ทลีะ 0.1 เมื่อน ามาหา
ความถีธ่รรมชาตทิีอ่ตัราสว่นทางเรขาคณิต 0.55:1.00 ถงึ 
1.95:1.00 โดยเพิม่ขึน้ทลีะ 0.1 พบว่าความถี่ธรรมชาตทิี่
ได้จากสมการแสดงความสมัพนัธ์ มคีวามสอดคล้องกบั
ความถี่ธรรมชาติทีไ่ดจ้ากวธิคีนัโตโรวชิ ดงัแสดงในรูปที ่
14-22 โดยความถี่ธรรมชาตขิองรูปร่างโหมดที ่(1, 3) มี
ความคลาดเคลื่อนระหว่างสมการแสดงความสมัพนัธ์กบั
วธิคีนัโตโรวชิสงูสดุเท่ากบั 1.278% ดงัแสดงในรปูที ่16 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

รปูที ่5 ความถีธ่รรมชาตทิีโ่หมด (1, 1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่6 ความถีธ่รรมชาตทิีโ่หมด (1, 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่7 ความถีธ่รรมชาตทิีโ่หมด (1, 3) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่8 ความถีธ่รรมชาตทิีโ่หมด (2, 1) 
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ความถ่ีธรรมชาติท่ีโหมด (2,1)

y = 132.818x6 - 1110.867x5 + 3811.706x4 - 6879.748x3 + 6916.696x2 - 
3705.027x + 1090.864
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ความถ่ีธรรมชาติท่ีโหมด (1,1)

y = 155.762x6 - 1319.589x5 + 4601.796x4 - 8479.497x3 + 

8756.043x2 - 4855.118x + 1242.981
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ความถ่ีธรรมชาติท่ีโหมด (1,2)

y = 392.064x6 - 3330.947x5 + 11677.942x4 - 21729.016x3 + 22839.010x2 - 
13079.084x + 3383.204

R2 = 1.000
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ความถ่ีธรรมชาติท่ีโหมด (1,3)

y = 773.581x6 - 6561.414x5 + 22954.047x4 - 42601.891x3 + 44681.847x2 - 
25613.002x + 6617.356

R2 = 1.000
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)1,1(;981.1242 Mode  
456 942.11677947.3330064.392 rrrf   

rrr 084.13079010.22839016.21729 23 

 )2,1(;204.3383 Mode  
456 047.22954414.6561581.773 rrrf   

rrr 002.25613847.44681891.42601 23 

 )3,1(;356.6617 Mode  
456 706.3811867.1110818.132 rrrf   
rrr 027.3705696.6916748.6879 23   

)1,2(;864.1090 Mode  
456 883.12511838.3586355.423 rrrf   

rrr 143.13281239.23863631.23071 23 

 )2,2(;795.3430 Mode  
456 283.23185886.6608197.777 rrrf   

rrr 015.25806806.45274509.43140 23 

 )3,2(;422.6680 Mode  
456 676.2629315.768073.92 rrrf   

rrr 483.2540855.4747827.4733 23   
)1,3(;383.1066 Mode  

456 120.11860155.3437152.409 rrrf   
rrr 409.11889034.21893336.21563 23 

 )2,3(;924.3246 Mode  
456 796.24472127.7019958.828 rrrf   

rrr 573.26002078.46670954.45114 23 

 )3,3(;209.6739 Mode  
 

โดย f   คอื ความถีธ่รรมชาต ิ
r   คอื อตัราสว่น b: a 
 

(4) สมการแสดงความสัมพันธ์ซึ่งได้จากผลการ
ค านวณความถีธ่รรมชาตทิีอ่ตัราสว่นทางเรขาคณิต 0.50: 
1.00 ถึง 2.00:1.00 โดยเพิม่ขึน้ทลีะ 0.1 เมื่อน ามาหา
ความถีธ่รรมชาตทิีอ่ตัราสว่นทางเรขาคณิต 0.55:1.00 ถงึ 
1.95:1.00 โดยเพิม่ขึน้ทลีะ 0.1 พบว่าความถี่ธรรมชาตทิี่
ได้จากสมการแสดงความสมัพนัธ์ มคีวามสอดคล้องกบั
ความถี่ธรรมชาติทีไ่ดจ้ากวธิคีนัโตโรวชิ ดงัแสดงในรูปที ่
14-22 โดยความถี่ธรรมชาตขิองรูปร่างโหมดที ่(1, 3) มี
ความคลาดเคลื่อนระหว่างสมการแสดงความสมัพนัธ์กบั
วธิคีนัโตโรวชิสงูสดุเท่ากบั 1.278% ดงัแสดงในรปูที ่16 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

รปูที ่5 ความถีธ่รรมชาตทิีโ่หมด (1, 1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่6 ความถีธ่รรมชาตทิีโ่หมด (1, 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่7 ความถีธ่รรมชาตทิีโ่หมด (1, 3) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่8 ความถีธ่รรมชาตทิีโ่หมด (2, 1) 
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ความถ่ีธรรมชาติท่ีโหมด (2,2)

y = 423.355x6 - 3586.838x5 + 12511.883x4 - 23071.631x3 + 23863.239x2 - 
13281.143x + 3430.795

R2 = 1.000
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ความถ่ีธรรมชาติท่ีโหมด (2,3)

y = 777.197x6 - 6608.886x5 + 23185.283x4 - 43140.509x3 + 45274.806x2 - 
25806.015x + 6680.422

R2 = 1.000
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ความถ่ีธรรมชาติท่ีโหมด (3,1)

y = 92.073x6 - 768.315x5 + 2629.676x4 - 4733.827x3 + 

4747.855x2 - 2540.483x + 1066.383

R2 = 1.000
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ความถ่ีธรรมชาติท่ีโหมด (3,2)

y = 409.152x6 - 3437.155x5 + 11860.120x4 - 21563.336x3 + 

21893.034x2 - 11889.409x + 3246.924

R2 = 1.000
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ความถ่ีธรรมชาติท่ีโหมด (3,3)

y = 828.958x6 - 7019.127x5 + 24472.796x4 - 45114.954x3 + 46670.078x2 - 
26002.573x + 6739.209

R2 = 1.000
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เปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคล่ือนท่ีโหมด (1,1)
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เปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคล่ือนท่ีโหมด (1,2)
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เปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคล่ือนท่ีโหมด (1,3)
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รปูที ่9 ความถีธ่รรมชาตทิีโ่หมด (2, 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่10 ความถีธ่รรมชาตทิีโ่หมด (2, 3) 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่11 ความถีธ่รรมชาตทิีโ่หมด (3, 1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่12 ความถีธ่รรมชาตทิีโ่หมด (3, 2) 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่13 ความถีธ่รรมชาตทิีโ่หมด (3, 3) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่14 เปอรเ์ซน็ต์ความคลาดเคลือ่นทีโ่หมด (1, 1) 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่15 เปอรเ์ซน็ต์ความคลาดเคลือ่นทีโ่หมด (1, 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่16 เปอรเ์ซน็ต์ความคลาดเคลือ่นทีโ่หมด (1, 3) 
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เปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคล่ือนท่ีโหมด (2,1)
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เปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคล่ือนท่ีโหมด (2,2)
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เปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคล่ือนท่ีโหมด (2,3)
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เปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคล่ือนท่ีโหมด (3,1)
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รปูที ่17 เปอรเ์ซน็ต์ความคลาดเคลือ่นทีโ่หมด (2, 1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่18 เปอรเ์ซน็ต์ความคลาดเคลือ่นทีโ่หมด (2, 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่19 เปอรเ์ซน็ต์ความคลาดเคลือ่นทีโ่หมด (2, 3) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่20 เปอรเ์ซน็ต์ความคลาดเคลือ่นทีโ่หมด (3, 1) 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
   

รปูที ่21 เปอรเ์ซน็ต์ความคลาดเคลือ่นทีโ่หมด (3, 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  รปูที ่22 เปอรเ์ซน็ต์ความคลาดเคลือ่นทีโ่หมด (3, 3) 
 
5.  สรปุผลการศึกษา 

(1) ความสัมพันธ์ระหว่างความถี่ธรรมชาติและ
อตัราส่วนทางเรขาคณิตของแผ่นสีเ่หลี่ยมผนืผ้า  ทีเ่ป็น
วสัดุเชิงประกอบเรียงชัน้แบบ [0/90]s ตัง้แต่อัตราส่วน
ทางเรขาคณิต 0.50:1.00 ถึง 2.00:1.00 สามารถเขยีน
สมการแสดงความสมัพนัธใ์หอ้ยู่ในรูปสมการโพลโินเมยีล
อนัดบั 6 

(2) สมการโพลิโนเมียลอันดับ 6 ที่ได้จากวิธี
วิเคราะห์แบบถดถอย สามารถน ามาใช้หาความถี่
ธรรมชาตขิองแผ่นสีเ่หลีย่มผนืผา้ ทีเ่ป็นวสัดุเชงิประกอบ
เรยีงชัน้แบบ [0/90]s โดยมเีปอรเ์ซน็ต์ความคลาดเคลื่อน
สงูสดุจากวธิคีนัโตโรวชิเท่ากบั 1.278% 
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