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บทคดัยอ่ 

บทความนี้น าเสนอการใชว้ธิไีฟไนตเ์อลเิมนต์ในการ
วเิคราะหโ์ครงสร้างเปลอืกบางไร้แรงดดัรูปทรงโดนัทที่มี
หน้าตัดเป็นรูปวงกลมภายใต้แรงดนัจากภายนอกแบบ
คงที่โดยอาศยัหลกัการของเรขาคณิตเชงิอนุพนัธ์ในการ
ค านวณรปูทรงเรขาคณิตของโครงสรา้งเปลอืกบางไรแ้รง
ดดั ส าหรบัฟังก์ชนัพลงังานของระบบโครงสร้างเปลือก
บางไรแ้รงดดัสรา้งไดจ้ากหลกัการของงานเสมอืนในเทอม
ของค่าการเสียรูปและเขียนในรูปแบบที่เหมาะสม 
ผลตอบสนองทางสถติศาสตรข์องโครงสรา้งเปลอืกบางไร้
แรงดดัสามารถค านวณไดโ้ดยใชว้ธิไีฟไนต์เอลเิมนต์แบบ
ไม่เชิงเส้น ซึ่งผลการวเิคราะห์เชิงตัวเลขสามารถแก้ได้
โดยใชว้ธิกีระบวนการท าซ ้า จากนัน้ท าการเปรยีบเทยีบ
ผลการค านวณกบังานวจิยัทีผ่่านมาในอดตีส าหรบัค่าการ
เสยีรปูของโครงสรา้งเปลอืกบางไรแ้รงดดัเน่ืองจากแรงดนั
ภายในพบว่ามีค่าใกล้เคียงกัน ผลการวิเคราะห์เชิงตัว
เลขทีแ่สดงค่าการเสยีรูปของโครงสรา้งเปลอืกบางไรแ้รง
ดดัภายใต้การแปรเปลีย่นค่าแรงดนัจากภายนอก ความ
หนาของโครงสรา้ง และความยาวรศัมขีองรูปหน้าตดัทรง
โดนทัไดน้ าเสนอในบทความนี้ 
ค าหลกั วธิไีฟไนตเ์อลเิมนต ์ โครงสรา้งเปลอืกบางไรแ้รง
ดดัรปูทรงโดนทั  เรขาคณิตเชงิอนุพนัธ ์ ฟังกช์นัพลงังาน   
 
 
 

Abstract 
This paper presents finite element method for 

analysis of a toroidal membrane of circular cross 
section under constant external pressure using 
differential geometry for computing the membrane 
geometry. Energy function of the membrane is 
derived from the principle of virtual work in terms of 
displacements and it is expressed in the appropriate 
forms. The static response of the membrane can be 
obtained by using the nonlinear finite element 
method in which the numerical solutions are solved 
by using the iterative procedure. The present result 
for the displacement responses of the toroidal 
membrane under internal pressure are found to be 
in close agreement with those in existing literature. 
Numerical results of the membrane displacements 
with various external pressures, thicknesses, and 
toroid cross-section radii are demonstrated in this 
paper. 
Keywords: Finite element method, toroidal mem-
brane, differential geometry, energy functional 
 
1. บทน า 

โครงสร้าง เปลือกบางไร้แรงดัดรูปทรงโดนัท 
(toroidal membrane) จะมลีกัษณะแตกต่างจากโครง 
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สร้างเปลือกบางไร้แรงดัดแบบสมมาตรตามแนวแกน 
(axisymmetric membranes) โดยทัว่ไปคอืจะไม่มกีารตดั
กนัรอบแกนหมุน (axis of revolution) ซึง่เป็นทีน่ิยมใชใ้น
ภาคอุตสาหกรรมเช่น ถงับรรจุปิโตรเลยีมเหลว, ท่อยดืลม
รอ้น, เรอืด าน ้า และยางส าหรบัรถยนตห์รอืเครื่องบนิ เป็น
ตน้ [1-3] โดยทีก่ระบวนการหาค าตอบแบบดัง้เดมิส าหรบั
โครงสร้างเปลอืกบางไร้แรงดดัรูปทรงโดนัทที่มีหน้าตัด
เป็นรปูวงกลมภายใตแ้รงดนัภายในจะสามารถค านวณได้
จากทฤษฎีเมมเบรนแบบเชงิเสน้ (linear membrane 
theory) [4] จนกระทัง่งานวจิยัของ Clark [5] ไดน้ าเสนอ
ทฤษฎเีชลลแ์บบเชงิเสน้ (linear shell theory) ในการ
วเิคราะหโ์ครงสรา้งเปลอืกบางรูปทรงโดนัทเพื่อใหค้่าการ
เสยีรูปมคีวามต่อเนื่อง อย่างไรกต็ามถ้าความหนาของ
โครงสรา้งมคี่าน้อยมากจะท าใหผ้ลของการดดัไม่ถูกต้อง
ในการน ามาวเิคราะห ์ ดงันัน้การวเิคราะห์โดยใช้ทฤษฎี
เมมเบรนแบบไม่เป็นเชงิเสน้ (nonlinear membrane 
theory) จงึใหผ้ลทีไ่ดม้คีวามถูกต้องมากกว่าจากงานวจิัย
ของ Jordan [6] และ Sanders และ Liepins [7] โดย
พิจารณาค าตอบในเทอมของค่าความเครียดขนาดเล็ก 
(small strains) และสมการพืน้ฐานแบบดัง้เดมิ (classical 
cons-titutive equations) ต่อจากนัน้ Kydoniefs และ 
Spencer [8] ไดน้ าเสนอการหาค าตอบโดยวธิปีระมาณค่า
ส าหรับโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดรูปทรงโดนัท
ภายใต้แรงดนัภายในแบบคงที่ ซึง่มหีน้าตดัก่อนการเสยี
รูปเป็นวงกลม ส าหรับการประยุกต์ใช้กับงานทางด้าน
วศิวกรรมนอกชาย ฝัง่ถูกน าเสนอโดย Willson และคณะ 
[9] ซึง่ท าการศกึษาโครงสรา้งเปลอืกบางรูปทรงห่วงยาง 
(toroidal shell) ตดิตัง้อยู่ในทะเล โดยการจ าลองปัญหา
เป็นแบบสมมาตรรอบแกนรศัมี และก าหนดเงื่อนไขของ
เขตทีบ่รเิวณรศัมดีา้นในและดา้นนอกของโครงสรา้งเป็น
แบบยดึหมุนเคลื่อนที่ (roller support) นอกจากนี้ยงัมี
งานวจิยัของ Sun [10] ซึง่ไดน้ าเสนอผลเฉลยแบบปิด 
(closed-form solution) ส าหรบัการวเิคราะห์โครงสร้าง
เปลอืกบางแบบสมมาตรรูปทรงโดนัทที่มีความชะลูดสูง 
โดยประยุกต์ใช้เป็นอุปกรณ์การขยายตัวของท่อยืดลม
รอ้น (thermal expansion compensation) 

ส าหรบัวตัถุประสงค์ของงานวจิยันี้คอืเพื่อน าเสนอ
ถงึผลตอบสนองทางสถิตศาสตรแ์บบไม่เป็นเชงิเสน้ของ
โครงสร้างเปลอืกบางไร้แรงดดัรูปทรงโดนัทที่รบัแรงดนั
จากภายนอก โดยอาศัยหลักการของเรขาคณิตเชิง

อนุพนัธ์ในการค านวณรูปทรงเรขาคณิตของโครงสร้าง
เปลอืกบางไรแ้รงดดั ซึง่การค านวณรปูทรงเรขาคณิตโดย
วธินีี้ไดเ้คยถูกน าเสนอในงานวจิยัของ Jiammeepreecha 
และคณะ [11-12] โดยจะรวมผลของค่าการเสยีรูปและ
การหมุนทีม่ขีนาดใหญ่เขา้ไปในสมการ ซึง่ลกัษณะปัญหา
ดังกล่าวจะสามารถเขียนได้ในรูปแบบการแปรผัน 
(variational form) โดยใชท้ฤษฎขีองเชลล ์[13] และเขยีน
ในรูปแบบทีเ่หมาะสม [14-15] ซึง่จะสะดวกในแกปั้ญหา
แบบไม่เป็นเชงิเสน้และลดเวลาทีใ่ชใ้นการค านวณลง การ
เสยีรูปทางสถติศาสตรข์องโครงสรา้งเปลอืกบางสามารถ
ค านวณไดโ้ดยใชห้ลกัการของพลงังานศกัยท์ีส่ภาวะหยุด
นิ่ง (principle of stationary potential energy) [16] และ
วธิไีฟไนตเ์อลเิมนต ์[17] โดยการจ าลองโครงสรา้งเปลอืก
บางไรแ้รงดดัดว้ยชิน้สว่นของคานแบบ 1 มติ ิแบ่งเป็นชิน้
สว่นย่อยในระบบพกิดัเชงิขัว้ ส าหรบัระบบสมการแบบไม่
เป็นเชิงเส้นสามารถแก้ได้โดยใช้วิธีกระบวนการท าซ ้า 
(iterative process) โดยที่การเสยีรูปของโครงสร้าง
เปลอืกบางไรแ้รงดดัรูปทรงโดนัทเมื่อรบัแรงดนัแบบคงที่
จากภายนอกเป็นสิง่ทีต่อ้งค านวณหา 
 
2. รปูทรงเรขาคณิตของโครงสรา้งเปลือกบาง 
 ก าหนดให ้ R  คอืความยาวรศัมจีากแกนหมุนถงึจุด
ศูนยก์ลางของรูปหน้าตดัทรงโดนัทและ a  คอืความยาว
รศัมขีองรูปหน้าตดัทรงโดนัทดงัแสดงในรูปที ่1 ดงันัน้
สมการของโครงสรา้งเปลอืกบางรูปทรงโดนัทจะแสดงได้
ดงันี้ 
 

 
 

รปูที ่1 โครงสรา้งเปลอืกบางรปูทรงโดนทัและระยะพกิดั 
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  2
2 2 2 2R X Y Z a     (1) 

โดยที ่ , ,X Y Z  คอืระบบพกิดัฉาก (rectangular coordi-
nate) ซึง่สามารถนิยามไดด้ว้ยสมการ 

( , ) ( cos )cosX X R a       (2) 
( , ) ( cos )sinY Y R a       (3) 
( , ) sinZ Z a     (4) 

โดยที่ ( , )   คือค่าพารามิเตอร์ของพื้นผิว (surface 
parameters) ซึง่วดัตามแนวเสน้พกิดัเมอรร์เิดยีนและเสน้
พกิดัลองจจิูด ตามล าดบั ส าหรบัในกรณีที่พืน้ผวิมคีวาม
สมมาตรตามแนวแกนจะเกดิการเปลี่ยนแปลงเฉพาะเสน้
เมอรร์เิดยีนเท่านัน้ ดงันัน้เมื่อก าหนด r  คอืเวคเตอรร์ะบุ
ต าแหน่งของจุด P  ใดๆ บนพื้นผิวอ้างอิง ( )S  จะ
สามารถนิยามได้โดยใช้รศัมขีองวงกลมในแนวขนาน r  
ดงัสมการ 
 ˆˆ ˆcos sinr r i r j Z k     (5) 
โดยที่ ( ) cosr r R a     และ ( ) sinZ Z a    
เมื่ อโครงสร้างเกิดการเสียรูปจะท าให้พื้นผิว  ( )S  
เคลื่อนทีไ่ปยงัพืน้ผวิทีต่ าแหน่งใหม่ *( )S  ดงัแสดงในรูป
ที ่2 ดงันัน้เวคเตอรร์ะบุต าแหน่ง R  บนพืน้ผวิทีเ่กดิการ
เสยีรปูจะสามารถค านวณไดจ้ากสมการ 

 ˆr
E

R r q r u nw      (6) 

โดยที่ q  คือเวคเตอร์ของระยะการเสียรูปจากพื้นผิว
อา้งองิไปยงัพื้นผวิที่เกดิการเสยีรูป u  คอืค่าการเสยีรูป
ตามแนวสมัผสักบัเสน้เมอรร์เิดยีน w  คอืค่าการเสยีรปูใน
แนวตัง้ฉากกบัเสน้เมอร์รเิดยีน และ n̂  คอืเวคเตอร์ใน
แนวตัง้ฉากกบัพืน้ผวิ ( )S  ซึง่สามารถนิยามไดด้งัสมการ 

 
ˆˆ ˆcosˆ sinr r rZ i rZ j rr kn

Dr r
    

 

    
 


 (7) 

โดยที ่ 2 2 2D EG F r r Z       
จากหลักการเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ (differential 

geometry) จะสามารถนิยามค่าความยาวส่วนโค้งก่อน
การเสยีรปู ( )ds  และหลงัการเสยีรปู *( )ds  ไดด้งันี้ 

2 2 22ds dr dr Ed Fd d Gd         (8) 
*2 * 2 * * 22ds dR dR E d F d d G d         (9) 

โดยที่ dr r d r d     และ dR R d R d     คอื
ผลรวมเชิงอนุพันธ์ของความยาวชิ้นส่วน r  และ R  
ตามล าดบั ในทีน่ี้ตวัหอ้ย   และ   แสดงถงึอนุพนัธย์่อย
ตามแนวระบบพกิดัของโครงสรา้งเปลอืกบาง  

 
 

รปูที ่2 การเสยีรปูและเวคเตอรร์ะบุต าแหน่ง 
 

ดงันัน้รปูแบบพืน้ฐานอนัดบัหนึ่ง (first fundamental 
form) ของพืน้ผวิ ( )S  จะสามารถแสดงส่วนประกอบของ
เมตรกิซเ์ทนเซอร ์(metric tensor) ไดด้งัสมการต่อไปนี้ 

2 2 2r r ZE r a        (10) 
0r rF      (11) 

22 ( cos )r r rG R a       (12) 
และรูปแบบพื้นฐานอนัดบัสอง (second fundamental 
form) ของพืน้ผวิ ( )S  แสดงส่วนประกอบของเมตรกิซ์
ความโคง้ (metric curvature) ไดด้งัสมการต่อไปนี้ 

2 2
ˆ r Ze

r
rr n a
Z

Z   


 




    (13) 

ˆ 0r nf      (14) 

2 2
ˆ ( cos )cosg

r Z
rZr n R a







    


  (15) 

ก าหนดให้  A E  และ  B G  ดังนั ้น รูปแบบ
พืน้ฐานอนัดบัหนึ่ง (first fundamental form) พืน้ผวิหลงั
การเสยีรปู *( )S  จะมคี่าดงัสมการต่อไปนี้ 

2 2
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* 0R RF      (17) 
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  2
2 2 2 2R X Y Z a     (1) 

โดยที ่ , ,X Y Z  คอืระบบพกิดัฉาก (rectangular coordi-
nate) ซึง่สามารถนิยามไดด้ว้ยสมการ 

( , ) ( cos )cosX X R a       (2) 
( , ) ( cos )sinY Y R a       (3) 
( , ) sinZ Z a     (4) 

โดยที่ ( , )   คือค่าพารามิเตอร์ของพื้นผิว (surface 
parameters) ซึง่วดัตามแนวเสน้พกิดัเมอรร์เิดยีนและเสน้
พกิดัลองจจิูด ตามล าดบั ส าหรบัในกรณีที่พืน้ผวิมคีวาม
สมมาตรตามแนวแกนจะเกดิการเปลี่ยนแปลงเฉพาะเสน้
เมอรร์เิดยีนเท่านัน้ ดงันัน้เมื่อก าหนด r  คอืเวคเตอรร์ะบุ
ต าแหน่งของจุด P  ใดๆ บนพื้นผิวอ้างอิง ( )S  จะ
สามารถนิยามได้โดยใช้รศัมขีองวงกลมในแนวขนาน r  
ดงัสมการ 
 ˆˆ ˆcos sinr r i r j Z k     (5) 
โดยที่ ( ) cosr r R a     และ ( ) sinZ Z a    
เมื่ อโครงสร้างเกิดการเสียรูปจะท าให้พื้นผิว  ( )S  
เคลื่อนทีไ่ปยงัพืน้ผวิทีต่ าแหน่งใหม่ *( )S  ดงัแสดงในรูป
ที ่2 ดงันัน้เวคเตอรร์ะบุต าแหน่ง R  บนพืน้ผวิทีเ่กดิการ
เสยีรปูจะสามารถค านวณไดจ้ากสมการ 

 ˆr
E

R r q r u nw      (6) 

โดยที่ q  คือเวคเตอร์ของระยะการเสียรูปจากพื้นผิว
อา้งองิไปยงัพื้นผวิที่เกดิการเสยีรูป u  คอืค่าการเสยีรูป
ตามแนวสมัผสักบัเสน้เมอรร์เิดยีน w  คอืค่าการเสยีรปูใน
แนวตัง้ฉากกบัเสน้เมอร์รเิดยีน และ n̂  คอืเวคเตอร์ใน
แนวตัง้ฉากกบัพืน้ผวิ ( )S  ซึง่สามารถนิยามไดด้งัสมการ 

 
ˆˆ ˆcosˆ sinr r rZ i rZ j rr kn

Dr r
    

 

    
 


 (7) 

โดยที ่ 2 2 2D EG F r r Z       
จากหลักการเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ (differential 

geometry) จะสามารถนิยามค่าความยาวส่วนโค้งก่อน
การเสยีรปู ( )ds  และหลงัการเสยีรปู *( )ds  ไดด้งันี้ 

2 2 22ds dr dr Ed Fd d Gd         (8) 
*2 * 2 * * 22ds dR dR E d F d d G d         (9) 

โดยที่ dr r d r d     และ dR R d R d     คอื
ผลรวมเชิงอนุพันธ์ของความยาวชิ้นส่วน r  และ R  
ตามล าดบั ในทีน่ี้ตวัหอ้ย   และ   แสดงถงึอนุพนัธย์่อย
ตามแนวระบบพกิดัของโครงสรา้งเปลอืกบาง  

 
 

รปูที ่2 การเสยีรปูและเวคเตอรร์ะบุต าแหน่ง 
 

ดงันัน้รปูแบบพืน้ฐานอนัดบัหนึ่ง (first fundamental 
form) ของพืน้ผวิ ( )S  จะสามารถแสดงส่วนประกอบของ
เมตรกิซเ์ทนเซอร ์(metric tensor) ไดด้งัสมการต่อไปนี้ 

2 2 2r r ZE r a        (10) 
0r rF      (11) 

22 ( cos )r r rG R a       (12) 
และรูปแบบพื้นฐานอนัดบัสอง (second fundamental 
form) ของพืน้ผวิ ( )S  แสดงส่วนประกอบของเมตรกิซ์
ความโคง้ (metric curvature) ไดด้งัสมการต่อไปนี้ 
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    
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  (15) 

ก าหนดให้  A E  และ  B G  ดังนั ้น รูปแบบ
พืน้ฐานอนัดบัหนึ่ง (first fundamental form) พืน้ผวิหลงั
การเสยีรปู *( )S  จะมคี่าดงัสมการต่อไปนี้ 
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* 0R RF      (17) 
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ค่าความโคง้หลกั (principal curvatures) ของพืน้ผวิ ( )S
สามารถหาไดด้งัสมการ 

 
2 2

2 2
2
2

ed fd d gd
Ed Fd d Gd
   
   

 
 

 (19) 

ในกรณีของโครงสร้างเปลือกบางที่มคีวามสมมาตรตาม
แนวแกนจะพบว่าเส้นโค้งหลักจะซ้อนทับกับเส้นพิกัด 
แสดงว่าค่า 0F f   ดงันัน้จากสมการที ่(16) จะไดค้่า
ความโคง้หลกั 1 /e E   และ 2 /g G   
 
3. ความสมัพนัธร์ะหวา่งความเครียดกบัการเสียรปู 

เมื่อพจิารณาความยาวชิ้นส่วนใดๆ บนพื้นผวิก่อน
การเสยีรูป ( )S  และพื้นผิวหลงัการเสียรูป *( )S  ซึ่งมี
ระยะ ds  และ *ds  ตามล าดับ จะสามารถค านวณค่า
ความเครียดของความยาวชิ้นส่วนในทิศทางของระบบ
พกิดัซึ่งสามารถนิยามได้จากการเปลี่ยนแปลงความยาว
เวคเตอรข์องชิน้สว่นในรปูยกก าลงัสองเทยีบกบัความยาว
ของชิ้นส่วนที่สภาวะก่อนการเสยีรูป [18] โดยเขยีนใน
เทอมของเมตรกิซเ์ทนเซอร ์ดงัสมการต่อไปนี้ 
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E
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 
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 
 (20) 

 
*1 1

2
G
G

 
  

 
 (21) 

แทนค่าจากสมการที ่(16) ถงึ (18) ลงไปในสมการที ่(20) 
และ (21) จะไดค้่าความเครยีดดงัสมการต่อไปนี้ 
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 (22) 
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 (23) 

ก าหนดให้  Tg u w u w      ดังนัน้ค่าความ 
เครยีดสามารถแบ่งออกไดเ้ป็นสองส่วนคอืส่วนทีเ่ป็นเชงิ
เสน้และไม่เป็นเชงิเสน้ โดยสามารถเขยีนในรูปแบบดชันี 
(index form) ไดด้งันี้ 

 1
2

L N i i
i i i k k kl k lL g H g g       (24) 

โดยที่ i
kL  และ i

klH  คือเวคเตอร์และเมตริกซ์สมมาตร 
ตามล าดบั 
 
4. พลงังานความเครียดของโครงสรา้งเปลือกบาง 

ส าหรบัโครงสรา้งทีม่คีุณสมบตัยิดืหยุ่นแบบเชงิเสน้ 
(linearly elastic) และความหนาของโครงสรา้งเปลอืกบาง 

t  มคี่าคงทีไ่ม่มกีารเปลีย่นแปลงทัง้ก่อนและหลงัการเสยี
รปู ค่าพลงังานความเครยีดจะสามารถแสดงไดด้งัสมการ 

     2
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TU C t Dd d
 


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สามารถเขยีนไดใ้นรปูแบบทีเ่หมาะสม [14] ดงัสมการ 
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5. พลงังานศกัยข์องแรงดนัจากภายนอก 

แรงดนัจากภายนอกที่กระท าต่อโครงสร้างเปลือก
บางเป็นแรงกระท าแบบติดตามการเสยีรูป ซึ่งสามารถ
พิจารณาเป็นแรงแบบอนุรักษ์ (conservative force) 
ดังนัน้พลังงานศักย์ของแรงดันจากภายนอกสามารถ
ค านวณไดจ้ากสมการ 
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โดยที่ c
kv , K

knv , และ N
knv  คอืเวคเตอร์แบบเชงิเสน้, 

เมตรกิซแ์บบไม่เป็นเชงิเสน้อนัดบัทีส่องและสาม ในเทอม
ของเวคเตอรก์ารเคลื่อนทีท่ีจุ่ดต่อ  g  ตามล าดบั  
 
6. ผลรวมของพลงังานศกัย ์

ผลรวมของพลังงานศักย์ส าหรับระบบโครงสร้าง
เปลอืกบางไดม้าจากการรวมผลของพลงังานความเครยีด

                                                                                        

 

ของโครงสร้างเปลือกบางและพลงังานศกัย์ของแรงดัน
จากภายนอก ซึง่สามารถแสดงไดด้งัสมการ 
 V U  (33) 
ส าหรบัระเบยีบวธิไีฟไนต์เอลเิมนต์จะสามารถหาสมการ
สมดุลของโครงสร้างได้โดยการประยุกต์ใช้หลักการ
หลกัการของพลงังานศกัยท์ีส่ภาวะหยุดนิ่ง [16] จะไดว้่า 
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  (34) 

โดยที่ id  คือเวคเตอร์ของดีกรีอิสระที่จุดต่อซึ่งวัดใน
ทศิทางเดยีวกนักบัพกิดัรวม (global coordinate) 
 
7. ระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์

เนื่องจากโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงโดนัทที่มี
ความสมมาตรตามแนวแกนรศัมถีูกน ามาพจิารณาภายใต้
เงื่อนไขของการรบัแรงดนัจากภายในและภายนอกซึ่งจะ
ท าให้พื้นผิวของโครงสร้างเกิดการเปลี่ยนแปลงเฉพาะ
เสน้เมอร์รเิดยีนเท่านัน้ ดงันัน้การแกปั้ญหาโดยใชว้ธิไีฟ
ไนต์เอลเิมนต์จะสามารถท าได้โดยการจ าลองโครงสร้าง
เปลอืกบางไรแ้รงดดัดว้ยชิน้สว่นของคานแบบ 1 มติ ิและ
แบ่งเป็นชิ้นส่วนของโครงสร้างเปลือกบางออกเป็นชิ้น
ส่วนย่อยๆ ตามแนวพิกดั   ดังแสดงในรูปที่ 3 ดงันัน้
เมื่อพจิารณาชิน้ส่วนใดๆ จะไดว้่าค่าการประมาณค่าการ
เคลื่อนที่ ณ จุดต่างๆ บนชิ้นส่วนย่อยจะสามารถท าได้
โดยการก าหนดใหแ้ต่ละจุดขัว้ของชิน้สว่นย่อยมดีกีรอีสิระ
เท่ากบั 4 และใชฟั้งกช์นัโพลโีนเมยีลอนัดบัทีส่าม (cubic 
polynomial) เป็นฟังก์ชนัการเคลื่อนที่เพื่อหาฟังก์ชนั
รูปร่าง (shape functions) และประมาณค่าการเสยีรูปใน
แนวสมัผสั u  และแนวตัง้ฉาก w  ดงัสมการ 
 { } [ ]{ }g d  (35) 
โดยที ่ [ ]  คอืเมตรกิซ์ฟังกช์นัรูปร่างโพลโีนเมยีลอนัดบั
ทีส่าม ซึง่จะมคี่าดงัสมการต่อไปนี้ 
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รปูที ่3 การแบ่งชิน้ส่วยย่อยของโครงสรา้งเปลอืกบางรปูทรงโดนทั 
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ดงันัน้เมื่อแทนค่าสมการที ่(35) ลงไปในสมการที ่(34) จะ
สามารถแสดงไดด้งันี้ 
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เนื่องจากดกีรอีสิระเฉพาะที ่(local degree of freedom) 
{ }d  เหมือนกบัดกีรีอิสระรวม (global degree of 
freedom) { }Q  ดงันัน้ผลรวมของงานเสมือนส าหรบั
ระบบโครงสรา้งเปลอืกบางสามารถรวมไดโ้ดยตรงโดยใช้
สมการที ่(45) ซึง่จะสามารถแสดงไดด้งันี้ 
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เน่ืองจากโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงโดนัทที่มีความ
สมมาตรตามแนวแกนรศัมีถูกน ามาพิจารณา ดงันัน้
เงื่อนไขขอบเขตที่ต าแหน่งอิเควเตอร์ด้านใน (intrados 
equator) และดา้นนอก (extrados equator) ของโครง 
สรา้งเปลอืกบางจะมคี่าดงันี้ 
 0u   (47) 
โดยที่ระบบสมการไม่เป็นเชิงเส้นดังแสดงในสมการที ่
(37) จะต้องท าการก าหนดเงื่อนไขขอบเขตเนื่องจาก
ความสมมาตรตามแนวแกนรศัมจีากสมการที ่(38) จงึจะ
สามารถค านวณหาผลลัพธ์ เชิงตัว เลขได้ด้วยวิธี
กระบวนการท าซ ้า 
 
8. ผลการวิเคราะหเ์ชิงตวัเลขและการอภิปรายผล 

การศึกษาพฤติกรรมของโครงสร้างเปลือกบางไร้
แรงดดัรูปทรงโดนัทด้วยวธิไีฟไนต์เอลเิมนต์ ซึง่ลกัษณะ
ของปัญหาดงักล่าวสามารถค านวณไดโ้ดยการประยุกตใ์ช้
โปรแกรมคอมพวิเตอรข์อง Jiammeepreecha และคณะ 
[19] โดยทีคุ่ณสมบตัขิองโครงสรา้งเปลอืกบางส าหรบัการ
ค านวณในครัง้นี้จะใชต้ามตารางที ่1 ท าการทดสอบการลู่
เขา้ของค่าการเสยีรปูในแนวรศัมซีึง่จะท าให้ไดจ้ านวนชิน้
สว่นย่อยทีม่คีวามเหมาะสมดงัแสดงในตารางที ่2 เพื่อให้
ได้ค าตอบที่มีค่าความถูกต้องสูงสุด ซึ่งจะพบว่าถ้าใช้
จ านวนชิน้ส่วนย่อยระหว่าง 36 กบั 40 ชิน้ส่วนจะใหค้่า
ความแตกต่างของการเสยีรูปในแนวรศัมทีีต่ าแหน่งอเิคว
เตอร์ด้านในและด้านนอกน้อยกว่าร้อยละ 0.01 ดงันัน้
งานวจิยันี้จะเลือกใช้แบบจ าลองที่มีจ านวนชิ้นส่วนย่อย
เท่ากบั 36 ชิน้เพื่อความถูกต้องของผลการวเิคราะห์แบบ
ไม่เป็นเชงิเสน้ในล าดบัต่อไป  
 
ตารางที ่1 ขอ้มลูและคุณสมบตัทิีใ่ชใ้นการวเิคราะห ์

รายการ ปรมิาณ 
ความยาวรศัมจีากแกนหมนุถงึจุดศนูยก์ลาง
ของรปูหน้าตดัทรงโดนทั ( )R   

6 m 

ความยาวรศัมขีองรปูหน้าตดัทรงโดนทั ( )a   4 m 
ความหนาของโครงสรา้งเปลอืกบาง ( )t   0.075 m 
แรงดนัคงที ่ 0( )p  5x106 N/m2 
โมดลูสัยดืหยุ่น ( )E   2x1011 N/m2 
อตัราสว่นปัวสซ์อง ( )  0.3 

 
 

ตารางที ่2 การเปรยีบเทยีบการลู่เขา้ของค่าการเสยีรปูในแนวรศัม ี
จ านวนชิน้ส่วนย่อย intrados (m)r  

extradosr (m) 
20 0.000 266 70 0.003 463 07 
24 0.000 266 74 0.003 464 89 
28 0.000 266 81 0.003 465 38 
32 0.000 266 79 0.003 465 80 
36 0.000 266 75 0.003 466 05 
40 0.000 266 73 0.003 466 21 

 
จากนัน้ท าการตรวจสอบความถูกต้องของผลลพัธท์ี่

ได้จากโปรแกรมคอมพวิเตอร์กบัสูตรของ Roark [20] 
ส าหรบักรณีที่โครงสร้างเปลอืกบางรูปทรงโดนัทรบัแรง 
ดนัภายในแบบคงทีค่อื 

  01
2

p ar r r R
E t

     
 (48) 

ซึ่งจะพบว่าผลลพัธ์ที่ได้มคี่าใกล้เคยีงกนั โดยที่ค่า
ระยะการเสยีรูปในแนวรศัมทีี่ต าแหน่งอเิควเตอร์ด้านใน
และด้านนอกคือ 0.00026667 และ 0.00346667 เมตร 
และมี ค่าความแตกต่างจะอยู่ที่ร้อยละ 0.0375 และ 
0.0202 ส าหรบัต าแหน่งอเิควเตอรด์้านในและด้านนอก 
ตาม ล าดบั  

 

 
 

รปูที ่4 รปูร่างของโครงสรา้งเปลอืกบางไรแ้รงดดัรปูทรงโดนทั 
            ภายใตแ้รงดนัภายในแบบคงที ่(ตวัคณูขยายการเสยีรปู = 
            100) 
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นอกจากนี้ ยังท าการเปรียบเทียบ รูป ร่างของ
โครงสร้างเปลอืกบางรูปทรงโดนัทที่สภาวะหลงัการเสยี
รปูกบังานวจิยัของ Sanders และ Liepins [7] ดงัแสดงใน
รูปที ่4 ซึง่จะพบว่ามคี่าการเสยีรูปมลีกัษณะใกลเ้คยีงกนั 
แต่จะมีความแตกต่างกนัในบริเวณจุดสูงสุด ( 90 )o   
และจุดต ่าสุด ( 90 )o    ของโครงสรา้งเนื่องจากความ
ปัญหาที่ไม่สามารถของหาค่าได้ (singularity) ในเทอม
ของความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับการเสียรูป 
(strain-displacement relations) ซึ่งท าใหเ้กดิลกัษณะ
ความไม่ต่อเนื่องของค่าการเสยีรปู [21] ส าหรบัการศกึษา
ผลตอบสนองทางสถิตศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้นของ
โครงสร้างเปลอืกบางรูปทรงโดนัทนัน้สามารถกระท าได้
โดยการใหโ้ครงสร้างดังกล่าวรบัแรงดนัจากภายนอกที่มี
ค่าคงที่คือ 5 เมกะปาสคาล เช่นเดียวกัน ซึ่งผลการ
วเิคราะหจ์ะพบว่ารูปร่างของโครงสรา้งที่สภาวะหลงัการ
เสียรูปจะมีค่าความไม่ต่อเนื่ องของค่าการเสียรูปที่
ต าแหน่งจุดสงูสุดและจุดต ่าสุด ดงัแสดงในรูปที ่5 ซึง่จะ
สอดคลอ้งกบักรณีของโครงสรา้งเปลอืกบางรูปทรงโดนัท
แรงดนัภายในดงัแสดงในรูปที่ 4 และค่าระยะการเสยีรูป
สงูสุดในแนวเสน้สมัผสักบัแนวเสน้ตัง้ฉากของโครงสรา้ง
เปลอืกบางไรแ้รงดดัรูปทรงโดนัทจะเกดิขึน้ทีบ่รเิวณช่วง 
  มคี่าประมาณ 120  องศา ดงัแสดงในรปูที ่6 
 

 
 

รปูที ่5 รปูร่างของโครงสรา้งเปลอืกบางไรแ้รงดดัรปูทรงโดนทั 
           ภายใตแ้รงดนัภายนอกแบบคงที ่(ตวัคณูขยายการเสยีรปู 
           = 100) 

 
 

รปูที ่6 ผลการเสยีรปูของโครงสรา้งเปลอืกบางไรแ้รงดดัรปูทรง 
           โดนทัภายใตแ้รงดนัภายนอกแบบคงที่ 
 

จากข้อมูลที่แสดงในตารางที่ 1 จะท าการศึกษา
ค่าพารามเิตอร์ต่างๆ ที่ส่งผลต่อการตอบสนองทางสถิต
ศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบาง
รูปทรงโดนัทโดยท าการแปรเปลี่ยนค่าแรงดันจาก
ภายนอก, ความยาวรศัมขีองรูปหน้าตดัทรงโดนัท และ
ความหนาของโครงสรา้ง ซึง่จะมรีายละเอยีดดงัต่อไปนี้ 
8.1 ผลของแรงดนัจากภายนอกท่ีมีต่อโครงสร้าง
เปลือกบางไรแ้รงดดัรปูทรงโดนัท 

ส าหรบัการศกึษาผลของแรงดนัจากภายนอกทีม่ต่ีอ
โครงสร้างเปลอืกบางไร้แรงดดัรูปทรงโดนัท โดยการ
แปรเปลี่ยนค่าแรงดนัจากภายนอกใหอ้ยู่ในรูปของเทอม
ไร้มิติคือ 0 /p R E t   ซึ่งมีค่าแปรเปลี่ยนตัง้แต่ 
0.0005 ถงึ 0.0025 ดงัแสดงในรปูที ่7 ซึง่ผลการวเิคราะห์
จะพบว่าระยะการเสยีรปูของโครงสรา้งเปลอืกบางแบบไร้
แรงดดัรูปทรงโดนัทจะมคี่าเพิม่สงูขึน้เมื่อ 0 /p R E t   
มคี่าเพิม่สงูขึน้ หรอืกล่าวไดว้่าเมื่อแรงดนัจากภายนอกมี
ค่าเพิม่สงูขึน้จะท าใหค้่าการเสยีรูปทีข่นาดเพิม่สงูขึน้ตาม
ไปดว้ย 
8.2 ผลของความหนาของโครงสร้างท่ีมีต่อโครงสร้าง
เปลือกบางไรแ้รงดดัรปูทรงโดนัท 

ในกรณีนี้จะท าการศกึษาผลกระทบของอตัราส่วน
ความยาวรศัมขีองรูปหน้าตดัทรงโดนัทต่อความหนาของ
โครงสร้าง ซึ่งจะท าได้โดยการแปรเปลี่ยนอัตราส่วน
ดงักล่าวตัง้แต่ 10 ถงึ 50 โดยทีค่วามยาวรศัมขีองรูปหน้า
ตดัทรงโดนทัเป็นค่าคงทีด่งัแสดงในตารางที ่1  
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นอกจากนี้ ยังท าการเปรียบเทียบ รูปร่ างของ
โครงสร้างเปลอืกบางรูปทรงโดนัทที่สภาวะหลงัการเสยี
รปูกบังานวจิยัของ Sanders และ Liepins [7] ดงัแสดงใน
รูปที ่4 ซึง่จะพบว่ามคี่าการเสยีรูปมลีกัษณะใกลเ้คยีงกนั 
แต่จะมีความแตกต่างกนัในบริเวณจุดสูงสุด ( 90 )o   
และจุดต ่าสุด ( 90 )o    ของโครงสรา้งเนื่องจากความ
ปัญหาที่ไม่สามารถของหาค่าได้ (singularity) ในเทอม
ของความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับการเสียรูป 
(strain-displacement relations) ซึ่งท าใหเ้กดิลกัษณะ
ความไม่ต่อเนื่องของค่าการเสยีรปู [21] ส าหรบัการศกึษา
ผลตอบสนองทางสถิตศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้นของ
โครงสร้างเปลอืกบางรูปทรงโดนัทนัน้สามารถกระท าได้
โดยการใหโ้ครงสร้างดังกล่าวรบัแรงดนัจากภายนอกที่มี
ค่าคงที่คือ 5 เมกะปาสคาล เช่นเดียวกัน ซึ่งผลการ
วเิคราะหจ์ะพบว่ารูปร่างของโครงสรา้งที่สภาวะหลงัการ
เสียรูปจะมีค่าความไม่ต่อเนื่ องของค่าการเสียรูปที่
ต าแหน่งจุดสงูสุดและจุดต ่าสุด ดงัแสดงในรูปที ่5 ซึง่จะ
สอดคลอ้งกบักรณีของโครงสรา้งเปลอืกบางรูปทรงโดนัท
แรงดนัภายในดงัแสดงในรูปที่ 4 และค่าระยะการเสยีรูป
สงูสุดในแนวเสน้สมัผสักบัแนวเสน้ตัง้ฉากของโครงสรา้ง
เปลอืกบางไรแ้รงดดัรูปทรงโดนัทจะเกดิขึน้ทีบ่รเิวณช่วง 
  มคี่าประมาณ 120  องศา ดงัแสดงในรปูที ่6 
 

 
 

รปูที ่5 รปูร่างของโครงสรา้งเปลอืกบางไรแ้รงดดัรปูทรงโดนทั 
           ภายใตแ้รงดนัภายนอกแบบคงที ่(ตวัคณูขยายการเสยีรปู 
           = 100) 

 
 

รปูที ่6 ผลการเสยีรปูของโครงสรา้งเปลอืกบางไรแ้รงดดัรปูทรง 
           โดนทัภายใตแ้รงดนัภายนอกแบบคงที่ 
 

จากข้อมูลที่แสดงในตารางที่ 1 จะท าการศึกษา
ค่าพารามเิตอร์ต่างๆ ที่ส่งผลต่อการตอบสนองทางสถิต
ศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบาง
รูปทรงโดนัทโดยท าการแปรเปลี่ยนค่าแรงดันจาก
ภายนอก, ความยาวรศัมขีองรูปหน้าตดัทรงโดนัท และ
ความหนาของโครงสรา้ง ซึง่จะมรีายละเอยีดดงัต่อไปนี้ 
8.1 ผลของแรงดนัจากภายนอกท่ีมีต่อโครงสร้าง
เปลือกบางไรแ้รงดดัรปูทรงโดนัท 

ส าหรบัการศกึษาผลของแรงดนัจากภายนอกทีม่ต่ีอ
โครงสร้างเปลอืกบางไร้แรงดดัรูปทรงโดนัท โดยการ
แปรเปลี่ยนค่าแรงดนัจากภายนอกใหอ้ยู่ในรูปของเทอม
ไร้มิติคือ 0 /p R E t   ซึ่งมีค่าแปรเปลี่ยนตัง้แต่ 
0.0005 ถงึ 0.0025 ดงัแสดงในรปูที ่7 ซึง่ผลการวเิคราะห์
จะพบว่าระยะการเสยีรปูของโครงสรา้งเปลอืกบางแบบไร้
แรงดดัรูปทรงโดนัทจะมคี่าเพิม่สงูขึน้เมื่อ 0 /p R E t   
มคี่าเพิม่สงูขึน้ หรอืกล่าวไดว้่าเมื่อแรงดนัจากภายนอกมี
ค่าเพิม่สงูขึน้จะท าใหค้่าการเสยีรูปทีข่นาดเพิม่สงูขึน้ตาม
ไปดว้ย 
8.2 ผลของความหนาของโครงสร้างท่ีมีต่อโครงสร้าง
เปลือกบางไรแ้รงดดัรปูทรงโดนัท 

ในกรณีน้ีจะท าการศกึษาผลกระทบของอตัราส่วน
ความยาวรศัมขีองรูปหน้าตดัทรงโดนัทต่อความหนาของ
โครงสร้าง ซึ่งจะท าได้โดยการแปรเปลี่ยนอัตราส่วน
ดงักล่าวตัง้แต่ 10 ถงึ 50 โดยทีค่วามยาวรศัมขีองรูปหน้า
ตดัทรงโดนทัเป็นค่าคงทีด่งัแสดงในตารางที ่1  
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บางแบบไร้แรงดดัรูปทรงโดนัทจะมคี่าเพิม่สูงขึ้นเมื่อค่า
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สถิตศาสตร์ของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงโดนัท 
สามารถสรุปไดด้งันี้ 
 

 
(ก) การเสยีรปูในแนวเสน้สมัผสั 

 
(ข) การเสยีรปูในแนวเสน้ตัง้ฉาก 

 
รปูที ่9 ผลของการแปรเปลีย่นอตัราส่วน /R a  ทีม่ต่ีอการเสยีรู

ของโครงสรา้งเปลอืกบางไรแ้รงดดัรปูทรงโดนทั 
 
1. ค่าระยะการเสยีรูปสงูสุดในแนวเสน้สมัผสักบัแนวเสน้
ตัง้ฉากของโครงสรา้งเปลอืกบางไรแ้รงดดัรปูทรงโดนัทจะ
เกิดขึ้นที่จุดสูงสุดและต ่าสุดในช่วงบริเวณด้านในของ
โครงสรา้ง 
2. ผลของแรงดนัจากภายนอก, ความหนาของโครงสรา้ง 
และความยาวรัศมีของรูปหน้าตัดทรงโดนัทจะส่งผล
กระทบโดยตรงต่อระยะการเสยีรูปของโครงสร้างเปลอืก
บางไรแ้รงดดัรปูทรงโดนทั 
3. ปัญหาความไม่ต่อเนื่องของระยะการเสยีรูปทีต่ าแหน่ง
บนสุดของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงโดนัทควรจะ
พิจารณาทฤษฎีเชลล์เฉพาะต าแหน่งดังกล่าวเพื่อให้
เพื่อใหค้่าการเสยีรปูมคีวามต่อเนื่อง 
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บทคดัยอ่  
 งานวจิยันี้มวีตัถุประสงคเ์พื่อศกึษาปัจจยัทีส่ง่ผลต่อ
ค่าประสทิธภิาพของปฏกิริยิา (RE) ในการเตรยีมแป้งมนั
ส าปะหลงัดดัแปรชนิดควอเทอนารแีอมโมเนียมสตารช์อ-ี
เทอร ์ (quaternary ammonium starch ether) ดว้ยปฏ-ิ
กริยิาอเีทอรฟิิเคชนัระหว่างน ้าแป้งกบัสาร 3-คลอโร-2-ไฮ 
ดรอกซโีพรพลิไตรเมทลิแอมโมเนียมคลอไรด ์ (CHPTAC)  
พบว่า อตัราสว่นโดยโมลระหว่าง NaOH ต่อ CHPTAC 
กบัเวลาในการท าปฏกิริยิา อตัราสว่นโดยน ้าหนกัระหว่าง 
CHPTAC ต่อน ้าแป้ง และอุณหภูมขิณะดดัแปรสง่ผลอย่าง 
มนียัส าคญัต่อค่าประสทิธภิาพของปฏกิริยิา โดยสภาวะที่
เหมาะสมในการเตรยีมแป้งดดัแปรนี้ คอื อตัราสว่นโดย
โมลระหว่าง NaOH ต่อ CHPTAC เท่ากบั 2.8:1.0 เวลา
ในการท าปฏกิริยิา 16 ชัว่โมง อตัราสว่นโดยน ้าหนกั
ระหว่าง CHPTAC ต่อน ้าแป้ง เท่ากบั 5.5:100 และ
อุณหภูมขิณะเกดิปฏกิริยิาที ่ 40±2oC โดยทีส่ภาวะ
ดงักล่าวแป้งดดัแปรมคี่าความหนืด (cP) N2,Exp(%) DS 
และ RE(%) เท่ากบั 1200 0.25  0.030 และ89.02%  
ตามล าดบั  
ค าหลกั แป้งดดัแปร แป้งแคทไอออนิก อเีทอรร์ฟิิเคชนั  
ค่าประสทิธภิาพของปฏกิริยิา 
 
Abstract  
 The study focuses on the factors affecting 
reaction efficiency (RE) of the quaternary ammonium 
tapioca modified starch preparation, which is 

prepared by the etherification of starch solution with 
3-chloro-2-hydroxypropyltrimethyl ammonium chloride 
(CHPTAC). The results show that the molar ratio of 
NaOH to CHPTAC and the reaction time, the weight 
ratio of CHPTAC to starch solution, and the reaction 
temperature have a significant effect on reaction 
efficiency of the quaternary ammonium tapioca 
modified starch preparation. The optimum conditions 
for preparing this modified starch are that the molar 
ratio of NaOH to CHPTAC is 2.8:1.0 and 16 hours of 
reaction time, the weight ratio of CHPTAC to starch 
solution is 5.5:100, and reaction temperature is 40±2 
OC. The obtained viscosity (cP), N2,Exp(%), DS and 
RE(%) are 1200, 0.25,  0.030 and 89.02%, 
respectively.  
Keywords: modified starch, cationic starch, 
etherification, reaction efficiency 
 
1. บทน า 
 แป้งแคทไอออนิก (cationic starch) เป็นแป้งดดั
แปรชนิดหนึ่งที่อาศัยวิธีการดัดแปรทางเคมีที่ได้จาก 
ปฎกิริยิาอเีทอร์รฟิิเคชนั (etherification) ระหว่างหมู่ไฮ 
ดรอกซลิของแป้งกบัสารเคมทีีม่หีมูอ่ะมโิน (amino) อมิโิน 
(imino) ซลัโฟเนียม (sulfonium) ฟอสฟอเนียม (phos- 
phonium) หรอื แอมโมเนียม (ammonium) เป็นต้น [1-2] 
ในปัจจุบนัแป้งแคทไอออนิกทีน่ิยมผลติสว่นใหญ่เป็นชนิด 
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