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บทคดัย่อ 
   งานวจิยันี้เป็นการศกึษาความสมัพนัธร์ะหว่างระยะ
การแอ่นกบัอตัราสว่นทางเรขาคณิต และความเคน้ดดักบั
อตัราส่วนทางเรขาคณิต ของแผ่นวสัดุเชงิประกอบเรยีง
ชัน้แบบสมมาตรขอบสี่ด้านรองรบัแบบยึดแน่น รบัแรง
กระจายแบบสม ่าเสมอกระท าตัง้ฉากกบัแผ่น โดยใชว้ธิี
คนัโตโรวชิในการค านวณระยะการแอ่นและความเคน้ดดั
ของแผ่นวัสดุเชิงประกอบ ที่มีการเรียงชัน้แบบ [0]4, 
[90]4, [0/90]s และ [90/0]s และมกีารแปรผนัอตัราสว่นทาง
เรขาคณิตตัง้แต่ 1:1 โดยเพิม่ขึน้ทลีะ 0.1 จนกระทัง่ระยะ
การแอ่นและความเค้นดดัมคี่าลู่เขา้ จากนัน้น าระยะการ
แอ่นกบัความเคน้ดดัและอตัราส่วนทางเรขาคณิตมาสรา้ง
สมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างระยะการแอ่นกับ
อตัราส่วนทางเรขาคณิต และความเค้นดดักบัอตัราส่วน
ทางเรขาคณิตโดยวิธีวิเคราะห์แบบถดถอย  จากผล
การศึกษาพบว่าสมการแสดงความสัมพันธ์ที่ได้เป็น
สมการโพลโินเมยีลล าดบัที ่9 
ค าหลกั ระยะการแอ่น ความเค้นดดั วสัดุเชงิประกอบ 
รองรบัแบบยดึแน่น วธิวีเิคราะหแ์บบถดถอย 
 
Abstract 
   The purpose of this research is to study the 
relationship between deflections and geometric 
ratios, and between bending stresses and geometric 
ratios of symmetrically laminated plates with four 

edges clamped. The composite plates are subjected 
to a uniformly distributed load. The deflection and 
bending stress of [0]4, [90]4, [0/90]s and [90/0]s 
composite plates are calculated by the Kantorovich 
method. The variations of the geometric ratio are 
from 1:1, increasing in steps of 0.1, until the 
deflection and bending stress converged. The 
regression analysis method then is used to generate 
the estimation equations of the relationship between 
deflection and geometric ratio, and between bending 
stress and geometric ratio. The result found that the 
estimation equations are the 9th polynomial equation. 
Keyword:  deflection, bending stress, composite 
material, clamped, regression analysis 
 
1. บทน า 
   ปจัจุบนัวสัดุเชงิประกอบไดร้บัความสนใจเป็นอย่าง
มาก เนื่องจากมคีุณสมบตัดิ้านต่าง ๆ ที่ดกีว่าวสัดุทัว่ไป 
อาทิเช่น มีความแข็งแรงต่อน ้าหนักสูง ทนต่อการกัด
กร่อน ทนต่อการสกึหรอ นอกจากนี้ยงัสามารถออกแบบ
ให้ได้คุณสมบตัิตามที่ต้องการ ในงานวศิวกรรมวสัดุเชิง
ประกอบโดยมากถูกน ามาใช้ในลกัษณะของแผ่น บาง
กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบอาจถูกน ามาใชใ้นการรบัภาระ
กระท าตัง้ฉากกบัแผ่น ซึ่งจะท าให้แผ่นวสัดุเชงิประกอบ
เกิดระยะการแอ่น และเกิดความเสยีหายเมื่อความเค้น
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เนื่องจากภาระที่กระท ามคี่าสงูถึงขดีจ ากดัความเคน้ของ
แผ่นวัสดุเชิงประกอบ ดังนัน้การหาระยะการแอ่นและ
ความเค้นของแผ่นวสัดุเชิงประกอบจึงมีความส าคญัใน
งานวิศวกรรม สมการส าหรบัการหาระยะการแอ่นและ
ความเคน้ของแผ่นวสัดุเชงิประกอบจะอยู่ในรปูของสมการ
เชงิอนุพนัธย์่อย (Partial Differential Equations: PDEs) 
ซึง่สามารถหาค าตอบจากวธิแีม่นตรง (exact method) 
ได้กต่็อเมื่อแผ่นวสัดุเชงิประกอบมขีอบสองด้านตรงขา้ม
รองรบัแบบอย่างง่าย หากแผ่นวัสดุเชิงประกอบมีขอบ
รองรบัแบบอื่นวธิกีารประมาณ (approximate method) 
จะถูกน ามาใช ้ระยะการแอ่นและความเคน้ทีไ่ดจ้ากวธิกีาร
ประมาณจะไม่อยู่ในรปูของสมการ ท าใหใ้นทางปฏบิตัทิีม่ ี
การน าแผ่นวัสดุ เชิงประกอบมาใช้ที่อัตราส่วนทาง
เรขาคณิต (geometric ratio) ต่าง ๆ ต้องหาระยะการ
แอ่นและความเคน้จากวธิกีารประมาณใหม่ 
   ด้วยเหตุผลดังกล่าวข้างต้นจึงได้มีการน าวิธี
วเิคราะหแ์บบถดถอย (regression analysis) มาสร้าง
สมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างระยะการแอ่นกับ
อตัราส่วนทางเรขาคณิต และความเค้นดดักบัอตัราส่วน
ทางเรขาคณิต ของแผ่นวัสดุไอโซทรอปิค (isotropic 
plate) [1] ที่มขีอบสามด้านรองรบัแบบปล่อยอสิระและ
ขอบอกีด้านรองรบัแบบยดึแน่น (CFFF) ขอบสองด้าน
ตรงข้ามรองรับแบบปล่อยอิสระและขอบอีกสองด้าน
รองรบัแบบยดึแน่นและแบบอย่างง่าย (CFSF) ขอบสอง
ดา้นตรงขา้มรองรบัแบบปล่อยอสิระและขอบอกีสองดา้น
รองรบัแบบอย่างง่าย (SFSF) ซึง่การศกึษายงัจ ากดัอยู่ที่
แผ่นวสัดุไอโซทรอปิค งานวจิยันี้จงึต้องการศกึษาการน า
วิธี วิ เ ค ร า ะห์ แ บบถดถอยม าสร้ า ง สมกา รแสดง
ความสมัพนัธ์ระหว่าง ระยะการแอ่นกบัอตัราส่วนทาง
เรขาคณิต และความเค้นดดักบัอตัราส่วนทางเรขาคณิต 
ของแผ่นวสัดุเชงิประกอบ 

 
2. ทฤษฎี 
2.1 วิธีคนัโตโรวิช (The Kantorovich method) [2] 

วธิคีนัโตโรวชิเป็นวธิกีารประมาณที่สามารถลดรูป
สมการเชงิอนุพนัธ์ย่อยให้เป็นสมการเชงิอนุพนัธ์สามญั 
(Ordinary Differential Equations: ODEs) จากนัน้ใช้
วธิกีารค านวณแบบท าซ ้า เพื่อท าให้ผลเฉลยของสมการ
เชิงอนุพันธ์สามัญมีความสอดคล้องกับเงื่อนไขขอบ 

สมการทีม่คีวามสอดคลอ้งกบัเงื่อนไขขอบจะถูกน ามาหา
ระยะการแอ่นของแผ่นวสัดุเชงิประกอบ 
ระยะการแอ่นของแผ่นวัสดุเชิงประกอบเรียงชัน้แบบ
สมมาตร ดงัแสดงในรูปที ่1 สมการควบคุมจะอยู่ในรูป
สมการเชงิอนุพนัธย์่อย ดงัแสดงในสมการ (1) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่1  แผ่นสีเ่หลีย่มผนืผา้ขอบสีด่า้นรองรบัแบบยดึแน่น 
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โดย a     คอื ความกวา้งดา้น x  
   b     คอื ความกวา้งดา้น y  
   i jD     คอื สตฟิเนสของวสัดุเชงิประกอบ 
   i      คอื 1, 2, 3, ..., 6 
   j     คอื 1, 2, 3, ..., 6 
   w     คอื ระยะการแอ่น 
   q     คอื แรงกระจายแบบสม ่าเสมอกระท าตัง้ 
            ฉากกบัแผ่น 
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ก าหนดผลเฉลยใหอ้ยู่ในรูป )()(),( yYxXyxw   แทน
ผลเฉลยในสมการ (1) 
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พจิารณา )(xX  สามารถเขยีนสมการ (2) ไดเ้ป็น 
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ใชว้ธิแีปรผนั (variation method) และการอนิทเิกรตแยก
ส่วน (integration by part) สมการ (3) สามารถเขยีน
สมการควบคุม ไดด้งัสมการ (4) 
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สามารถเขยีนสมการควบคุม ไดด้งัสมการ (6) 
 

xqXk
dx

Xdk
dx

Xd
 42

2

34

4

2            (6) 

 

โดย 








 


113

664122
3

2
DS

DSDS
k

y

yy  

113

221
4 DS

DS
k

y

y  

113

7

DS
qS

q
y

y
x   

   














2

2

2

2

2

1

b

b
y dy

y
YS      















2

2

2

2

2

b

b
y dy

y
YYS  

   



2

2

2
3

b

b
y dyYS         















2

2

2

4

b

b
y dy

y
YS  

   

























2

2

2

2

5

b

b
y dy

y
Y

y
YS   















2

2

6

b

b
y dy

y
YYS  

   



2

2

7

b

b
y dyYS  

 
ซึง่สามารถเขยีนผลเฉลยสมการ (6) ไดเ้ป็นสมการ (7.1) 
(7.2) และ (7.3) ตามล าดบั 
 

4
2211 )cos()cos()(

k
qxpCxpCxX x

xx     (7.1) 

)cosh()cos()( 121 xpxpCxX x       
       

4
122 )sinh()sin(

k
qxpxpC x

x     (7.2) 

4
2211 )cosh()cosh()(

k
qxpCxpCxX x

xx    (7.3) 

 

   เพื่อใหผ้ลเฉลยสมการ (5) และสมการ (7) มคีวาม
สอดคล้องกบัเงื่อนไขขอบ 0)/( dydY , 0Y  และ 

0)/( dxdX , 0X  [3] ตามล าดบั จงึท าการค านวณ
แบบท าซ ้า ซึง่มหีลกัการดงันี้ 

(1) ก าหนดสมการเริ่มต้นส าหรบัการค านวณแบบ
ท าซ ้ า  โดยสมการ เริ่มต้นอาจไม่มีความ
สอดคลอ้งกบัเงื่อนไขขอบ แต่ถา้สมการเริม่ต้นมี
ความสอดคล้องกับเงื่อนไขขอบ การค านวณ
แบบท าซ ้าจะมกีารลู่เขา้ของผลเฉลยเรว็ขึน้ [4] 
ในกรณีสมการเริม่ตน้เป็นฟงักช์นั x  ใหค้ านวณ
ค่า 1k  และ 2k  

(2) เลอืกสมการผลเฉลย (5.1) - (5.3) ตามกรณีของ 
1k  และ 2k  

(3) แทนสมการผลเฉลยทีไ่ดจ้ากขอ้ (2) ในเงื่อนไข
ขอบจะท าใหไ้ดฟ้งักช์นั )(yY  จากนัน้ค านวณ
ระยะการแอ่นจากสมการ )()(),( yYxXyxw   

(4) ค านวณค่า 3k  และ 4k  จากฟงักช์นั )(yY  ทีไ่ด้
จากขอ้ (3)  

(5) เลอืกสมการผลเฉลย (7.1) - (7.3) ตามกรณีของ 
3k  และ 4k  

(6) แทนสมการผลเฉลยทีไ่ดจ้ากขอ้ (5) ในเงื่อนไข
ขอบจะท าใหไ้ด้ฟงักช์นั )(xX  จากนัน้ค านวณ
ระยะการแอ่นจากสมการ )()(),( yYxXyxw   

(7) เปรยีบเทยีบระยะการแอ่นทีไ่ดจ้ากขอ้ (3) และ
ขอ้ (6) หากค่าความคลาดเคลื่อนไม่อยู่ในเกณฑ์
ที่ก าหนด ให้ท าการค านวณแบบท าซ ้าต่อไป 
โดย ในงานวิจัยนี้ ไ ด้ก าหนดให้ค่ า คว าม
คลาดเคลื่อนมคี่าเท่ากบั 0% 

 
   ผลเฉลยสมการ (5) และสมการ (7) ที่มีความ
สอดคลอ้งกบัเงื่อนไขขอบ สามารถหาโมเมนต์ดดั [5] ได้
ดงัสมการ (8) 
 

YDS
dy
dYDS

dy
YdDSM xxxy 1222662

2

223 2    (8.1) 

XDS
dx
dXDS

dx
XdDSM yyyx 1221662

2

113 2    (8.2) 

 
โดย yM    คอื โมเมนตด์ดัทางดา้น y  
   xM    คอื โมเมนตด์ดัทางดา้น x  
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   แทนโมเมนตด์ดัในสมการที ่(9.1) และ (9.2) เพื่อหา
ความเคน้ดดัสงูสดุ [6] ทีเ่กดิขึน้ 
 

2

6
h
M y

y                     (9.1) 

2

6
h
M x

x                     (9.2) 

 
โดย y     คอื ความเคน้ดดัทางดา้น y  
   x     คอื ความเคน้ดดัทางดา้น x  
   h     คอื ความหนาของแผ่นวสัดุเชงิประกอบ 
 
2.2 วิธีวิเคราะหแ์บบถดถอย [7] 
   วิธีวิเคราะห์แบบถดถอยเป็นวิธีทางสถิติที่ใช้หา
ความสมัพนัธร์ะหว่างตวัแปรเชงิปรมิาณตัง้แต่สองตวัขึน้
ไป เพื่อใช้ในการท านายค่าของตัวแปรหนึ่งจากตัวแปร
อื่นๆ ตวัแปรที่ใช้ในวธิวีเิคราะห์แบบถดถอยมสีองแบบ
ใหญ่ๆ คอืตวัแปรอสิระ (independent variable) กบัตวั
แปรตาม (dependent variable) โดยทีต่วัแปรอสิระนัน้
เป็นตัวแปรที่ทราบค่า และตัวแปรอิสระนี้จะมีผลต่อตัว
แปรตาม ซึง่เป็นตวัแปรทีไ่ม่ทราบค่าและต้องการท านาย
หรอืตอ้งการหาความสมัพนัธ ์
   กรณีที่ตวัแปรตามมคีวามสมัพนัธ์ไม่เชงิเสน้กบัตวั
แปรอสิระ จะใชส้มการการถดถอยไม่เชงิเสน้ (nonlinear 
regression) เป็นสมการในการท านายความสมัพนัธ ์ใน
งานวจิยันี้สมการการถดถอยแบบโพลโินเมยีลล าดบัที ่ p  
จะถูกน ามาใช ้ดงัแสดงในสมการ (8) 
 

i
p
ipiii xxxy  ...2

210       (10) 
 
โดย iy     คอื ตวัแปรตาม 
   ix     คอื ตวัแปรอสิระ 
   i     คอื ค่าพารามเิตอรข์องสมการ 
   i     คอื ค่าความคลาดเคลื่อน 
 
การประมาณค่าพารามเิตอรข์องสมการการถดถอยแบบ
โพลิโนเมียลล าดับที่ p  จะพิจารณาให้ผลรวมความ
แตกต่างระหว่างตวัแปรตามและค่าสงัเกตของตวัแปรตาม
มคี่าน้อยทีส่ดุ 
 

   



n

i
ii yyQ

1

2)ˆ(  

 
โดย Q     คอื ค่าผลรวมความแตกต่าง 
   iŷ     คอื ค่าสงัเกตของตวัแปรตาม 
 
การท าให้ค่าผลรวมความแตกต่างมคี่าน้อยที่สุด ท าได้
โดยการหาอนุพันธ์ค่าผลรวมความแตกต่างเทียบกับ
ค่าพารามเิตอรข์องสมการการถดถอยทีไ่ดจ้ากค่าสงัเกต 
 
   0




ib
Q  

 
โดย ib     คอื ค่าพารามเิตอร์ของสมการการถดถอย
            ทีไ่ดจ้ากค่าสงัเกต 
 
   การทีจ่ะตดัสนิว่าสมการการถดถอยทีไ่ดน้ัน้มคีวาม
เหมาะสมหรอืไม่ ค่าทีใ่ชเ้ป็นเกณฑใ์นการตดัสนิใจคอืค่า
สมัประสทิธิก์ารตดัสนิใจ 
 
   

SST
SSRr 2  

 
โดย 2r     คอื ค่าสมัประสทิธิก์ารตดัสนิใจ ซึง่มคี่า  
            10 2  r  
   2)ˆ( yySSR i   
   2)( yySST i   
 
3. วิธีการศึกษา 
   ในการศกึษาความสมัพนัธร์ะหว่างระยะการแอ่นกบั
อตัราส่วนทางเรขาคณิต และความเค้นดดักบัอตัราส่วน
ทางเรขาคณิต ของแผ่นวัสดุเชิงประกอบเรียงชัน้แบบ
สมมาตร ขอบสีด่า้นรองรบัแบบยดึแน่น จะใชว้ธิคีนัโตโร
วิชในการค านวณระยะการแอ่นและความเค้นดัดที่
อตัราส่วนดา้น y ต่อดา้น x ตัง้แต่ 1.0: 1.0 โดยเพิม่ขึน้ที
ละ 0.1 จนกระทัง่ระยะการแอ่นและความเคน้ดดัมคี่าลู่เขา้ 
จากนัน้สรา้งสมการแสดงความสมัพนัธ์ระหว่างระยะการ
แอ่นกับอัตราส่วนทางเรขาคณิต และความเค้นดัดกับ
อตัราสว่นทางเรขาคณิตโดยวธิวีเิคราะหแ์บบถดถอย และ
ท าการทวนสอบสมการแสดงความสมัพนัธ์เพื่อตรวจสอบ
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Relationship between deflection and geometric ratio
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[90/0]s

[90]4

ความถูกตอ้ง โดยการน าอตัราส่วนทางเรขาคณิตมาแทน
ในสมการแสดงความสมัพนัธ์ เพื่อหาระยะการแอ่นและ
ความเคน้ดดั จากนัน้เปรยีบเทยีบระยะการแอ่นและความ
เคน้ดดัทีไ่ดจ้ากสมการแสดงความสมัพนัธ์และวธิคีนัโตโร
วชิ 
   แผ่นวสัดุเชงิประกอบที่น ามาใช้ในงานวิจยัท าจาก
เคฟลาร ์(Kevlar) ที่มคีุณสมบตัทิางกล E1=138 GPa, 
E2=8.96 GPa, G12=7.1 GPa, G23=2.82 GPa, 12=0.3, 
23=0.59 และ =1600 kg/m3 โดยแผ่นวสัดุเชงิประกอบ
มกีารเรยีงชัน้แบบ [0]4, [90]4, [0/90]s และ [90/0]s และ
แต่ละชัน้มคีวามหนา 2.5 mm 
 
4. ผลการศึกษา 

(1) จากการแปรผนัอตัราส่วนทางเรขาคณิต พบว่า
เมื่ออตัราสว่นทางเรขาคณิตมคี่าเพิม่ขึน้ ระยะการแอ่นจะ
มคี่าเพิม่ขึน้ในช่วงแรก และจากนัน้ระยะการแอ่นจะมคี่าลู่
เขา้ ดงัแสดงในรูปที ่2 โดยแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีาร
เรยีงชัน้แบบ [90]4 ระยะการแอ่นจะมคี่าลู่เขา้ชา้กว่าแผ่น
วสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [90/0]s, [0/90]s และ 
[0]4 ตามล าดบั เนื่องจากการเพิม่อตัราสว่นทางเรขาคณิต
เป็นการเพิม่ความยาวทางดา้น y จงึท าใหค้วามยาวของ
เสน้ใยในแผ่นวสัดุเชงิประกอบที่มกีารเรยีงชัน้แบบ [90]4 
ซึง่มกีารเรยีงเสน้ใยในแนวแกน y มคี่าเพิม่ขึน้ ท าใหร้ะยะ
การแอ่นมีค่าเพิ่มขึ้นอย่างต่อเนื่อง จนกระทัง่การเพิ่ม
อตัราส่วนทางเรขาคณิตไม่ส่งผลต่อความยาวของเสน้ใย
ท าใหร้ะยะการแอ่นมคี่าลู่เขา้ สว่นแผ่นวสัดุเชงิประกอบที่
มกีารเรยีงชัน้แบบ [0]4 การเพิม่อตัราส่วนทางเรขาคณิต
จะไม่ส่งผลต่อความยาวของเสน้ใยเนื่องจากเสน้ใยมกีาร
เรียงตวัในแนวแกน x ท าให้ระยะการแอ่นมีค่าลู่เข้าเร็ว
กว่า 

(2) จากการศึกษาความสมัพนัธ์ระหว่างระยะการ
แอ่นและอตัราส่วนทางเรขาคณิต พบว่าความสมัพนัธ์มี
ลกัษณะเป็นเสน้โคง้ ซึง่สามารถเขยีนสมการโพลโินเมยีล
แสดงความสมัพนัธ ์พรอ้มค่าสมัประสทิธิก์ารตดัสนิใจ ได้
เป็น 
 
 
 
 

กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [0]4 
768799 10337.210843.110335.6 nnnw    

   445565 10259.210673.710690.1 nnn    
 nnn 42434 10321.310061.510296.4    
 510837.6   
 999.02 r  

 
กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [0/90]s 

667788 10955.310309.310192.1 nnnw    
 344455 10802.210091.110655.2 nnn    
 4424 10057.110727.310362.4   nn  
 000.12 r  

 
กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [90/0]s 

657688 10172.210847.110769.6 nnnw    
 334454 10453.110805.510435.1 nnn    
 4323 10423.410557.110136.2   nn  
 000.12 r  

 
กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [90]4 

657887 10180.510879.410935.1 nnnw    
 334454 10911.110993.910985.2 nnn    
 4423 10904.110660.910916.1   nn  
 000.12 r  

 
โดย n คอื อตัราสว่นทางเรขาคณิต 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่2 ระยะการแอ่นและอตัราส่วนทางเรขาคณติ 
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ความถูกตอ้ง โดยการน าอตัราส่วนทางเรขาคณิตมาแทน
ในสมการแสดงความสมัพนัธ์ เพื่อหาระยะการแอ่นและ
ความเคน้ดดั จากนัน้เปรยีบเทยีบระยะการแอ่นและความ
เคน้ดดัทีไ่ดจ้ากสมการแสดงความสมัพนัธ์และวธิคีนัโตโร
วชิ 
   แผ่นวสัดุเชงิประกอบที่น ามาใช้ในงานวิจยัท าจาก
เคฟลาร ์(Kevlar) ที่มคีุณสมบตัทิางกล E1=138 GPa, 
E2=8.96 GPa, G12=7.1 GPa, G23=2.82 GPa, 12=0.3, 
23=0.59 และ =1600 kg/m3 โดยแผ่นวสัดุเชงิประกอบ
มกีารเรยีงชัน้แบบ [0]4, [90]4, [0/90]s และ [90/0]s และ
แต่ละชัน้มคีวามหนา 2.5 mm 
 
4. ผลการศึกษา 

(1) จากการแปรผนัอตัราส่วนทางเรขาคณิต พบว่า
เมื่ออตัราสว่นทางเรขาคณิตมคี่าเพิม่ขึน้ ระยะการแอ่นจะ
มคี่าเพิม่ขึน้ในช่วงแรก และจากนัน้ระยะการแอ่นจะมคี่าลู่
เขา้ ดงัแสดงในรูปที ่2 โดยแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีาร
เรยีงชัน้แบบ [90]4 ระยะการแอ่นจะมคี่าลู่เขา้ชา้กว่าแผ่น
วสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [90/0]s, [0/90]s และ 
[0]4 ตามล าดบั เนื่องจากการเพิม่อตัราสว่นทางเรขาคณิต
เป็นการเพิม่ความยาวทางดา้น y จงึท าใหค้วามยาวของ
เสน้ใยในแผ่นวสัดุเชงิประกอบที่มกีารเรยีงชัน้แบบ [90]4 
ซึง่มกีารเรยีงเสน้ใยในแนวแกน y มคี่าเพิม่ขึน้ ท าใหร้ะยะ
การแอ่นมีค่าเพิ่มขึ้นอย่างต่อเนื่อง จนกระทัง่การเพิ่ม
อตัราส่วนทางเรขาคณิตไม่ส่งผลต่อความยาวของเสน้ใย
ท าใหร้ะยะการแอ่นมคี่าลู่เขา้ สว่นแผ่นวสัดุเชงิประกอบที่
มกีารเรยีงชัน้แบบ [0]4 การเพิม่อตัราส่วนทางเรขาคณิต
จะไม่ส่งผลต่อความยาวของเสน้ใยเนื่องจากเสน้ใยมกีาร
เรียงตวัในแนวแกน x ท าให้ระยะการแอ่นมีค่าลู่เข้าเร็ว
กว่า 

(2) จากการศึกษาความสมัพนัธ์ระหว่างระยะการ
แอ่นและอตัราส่วนทางเรขาคณิต พบว่าความสมัพนัธ์มี
ลกัษณะเป็นเสน้โคง้ ซึง่สามารถเขยีนสมการโพลโินเมยีล
แสดงความสมัพนัธ ์พรอ้มค่าสมัประสทิธิก์ารตดัสนิใจ ได้
เป็น 
 
 
 
 

กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [0]4 
768799 10337.210843.110335.6 nnnw    

   445565 10259.210673.710690.1 nnn    
 nnn 42434 10321.310061.510296.4    
 510837.6   
 999.02 r  

 
กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [0/90]s 

667788 10955.310309.310192.1 nnnw    
 344455 10802.210091.110655.2 nnn    
 4424 10057.110727.310362.4   nn  
 000.12 r  

 
กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [90/0]s 

657688 10172.210847.110769.6 nnnw    
 334454 10453.110805.510435.1 nnn    
 4323 10423.410557.110136.2   nn  
 000.12 r  

 
กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [90]4 

657887 10180.510879.410935.1 nnnw    
 334454 10911.110993.910985.2 nnn    
 4423 10904.110660.910916.1   nn  
 000.12 r  

 
โดย n คอื อตัราสว่นทางเรขาคณิต 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่2 ระยะการแอ่นและอตัราส่วนทางเรขาคณติ 
 
 
 
 

บทความวิจัย วารสารวิชาการ วิศวกรรมศาสตร์ ม.อบ. ปีที่ 9 ฉบับที่ 1 มกราคม - มิถุนายน 2559 67

 

Deflection between Estimation equation and Kantorovich method
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(3) จากการเปรียบเทียบระยะการแอ่นที่ได้จาก
สมการแสดงความสมัพันธ์และวิธีคันโตโรวิช ตัง้แต่
อตัราส่วนทางเรขาคณิต 1.0:1.0 ถงึ 1.0:5.0 โดยเพิม่ขึน้
ทลีะ 0.1 รวมเป็น 41 อตัราสว่น พบว่าระยะการแอ่นทีไ่ด้
จากสมการแสดงความสมัพนัธ์มคีวามสอดคลอ้งกบัระยะ
การแอ่นทีไ่ดจ้ากวธิคีนัโตโรวชิ ดงัแสดงในรูปที ่3 โดยมี
รอ้ยละของความคลาดเคลื่อนสงูสดุเท่ากบั 0.538 

(4) จากการแปรผนัอตัราส่วนทางเรขาคณิต พบว่า
เมื่ออตัราส่วนทางเรขาคณิตมคี่าเพิม่ขึน้ ความเคน้ดดัจะ
มคี่าเพิม่ขึน้ในช่วงแรก และจากนัน้ความเคน้ดดัจะมคี่าลู่
เขา้ ดงัแสดงในรูปที ่4 โดยแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีาร
เรยีงชัน้แบบ [90]4 ความเคน้ดดัจะมคี่าลู่เขา้ชา้กว่าแผ่น
วสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [90/0]s, [0/90]s และ 
[0]4 ตามล าดบั เนื่องจากการเพิม่อตัราสว่นทางเรขาคณิต
ท าใหร้ะยะการแอ่นของแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีง
ชัน้แบบ [90]4 มคี่าเพิม่ขึน้อย่างต่อเนื่อง ท าใหค้วามโค้ง 
(Curvature) ของสว่นโคง้มคี่าเพิม่ขึน้อย่างต่อเนื่อง ส่งผล
ให้โมเมนต์ดัดมีค่าเพิ่มขึ้น จึงท าให้ความเค้นดัดมีค่า
เพิม่ขึน้ และเมื่อการเพิม่อตัราสว่นทางเรขาคณิตไม่ส่งผล
ต่อระยะการแอ่น ระยะการแอ่นจึงมีค่าลู่เข้า ส่งผลให้
ความโค้งของส่วนโค้งมีค่าลู่เข้า ท าให้โมเมนต์ดดัและ
ความเคน้ดดัมคี่าลู่เขา้ ส่วนแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีาร
เรยีงชัน้แบบ [0]4 การเพิม่อตัราส่วนทางเรขาคณิตส่งผล
ต่อระยะการแอ่นเล็กน้อย ท าให้ระยะการแอ่นมีค่าลู่เข้า
เรว็ ความโคง้ของส่วนโคง้จงึมคี่าลู่เขา้เรว็ ท าใหโ้มเมนต์
ดดัและความเคน้ดดัมคี่าลู่เขา้เรว็ 

(5) ความสัมพันธ์ ร ะหว่ า ง ความ เค้นดัด และ
อตัราส่วนทางเรขาคณิตมลีกัษณะเป็นเสน้โค้ง สามารถ
เขยีนสมการแสดงความสมัพนัธใ์หอ้ยู่ในรูปสมการโพลโิน
เมยีล พรอ้มค่าสมัประสทิธิก์ารตดัสนิใจ ไดเ้ป็น 
 
กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [0]4 

73839 10427.4310441.3692.118 nnn    
 465663 10111.410408.110430.312 nnn   
 nnn 62636 10788.510989.810737.7   
 610049.1   
 999.02 r  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) การเรยีงชัน้แบบ [0]4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) การเรยีงชัน้แบบ [0/90]s 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) การเรยีงชัน้แบบ [90/0]s 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ง) การเรยีงชัน้แบบ [90]4 
รปูที ่3 ระยะการแอ่นทีไ่ดจ้ากสมการแสดงความสมัพนัธ ์

                และวธิคีนัโตโรวชิ 
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Relationship between bending stress and geometric ratio
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กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [0/90]s 
63738 10135.8010759.6365.245 nnn   

 364653 10507.510169.210001.533 nnn   
 6626 10908.110127.710466.8  nn  
 000.12 r  

 
กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [90/0]s 

63738 10164.25210081.24057.969 nnn   
 364656 10366.910812.410438.1 nnn   
 3626 10694.38110711.310642.9  nn  
 999.02 r  

 
กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [90]4 

63738 10406.5810179.2204.26 nnn    
 364653 10764.810027.310627.583 nnn   
 6627 10757.210669.910368.1  nn  
 999.02 r  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่4 ความเคน้ดดัและอตัราส่วนทางเรขาคณติ 
 

(6) จากการเปรียบเทียบความเค้นดัดที่ได้จาก
สมการแสดงความสมัพันธ์และวิธีคันโตโรวิช ตัง้แต่
อตัราส่วนทางเรขาคณิต 1.0:1.0 ถงึ 1.0:5.0 โดยเพิม่ขึน้
ทลีะ 0.1 รวมเป็น 41 อตัราส่วน พบว่าความเคน้ดดัทีไ่ด้
จากสมการแสดงความสมัพนัธม์คีวามสอดคลอ้งกบัความ
เคน้ดดัทีไ่ดจ้ากวธิคีนัโตโรวชิ ดงัแสดงในรูปที ่5 โดยมี
รอ้ยละของความคลาดเคลื่อนสงูสดุเท่ากบั 0.392 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) การเรยีงชัน้แบบ [0]4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) การเรยีงชัน้แบบ [0/90]s 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) การเรยีงชัน้แบบ [90/0]s 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ง) การเรยีงชัน้แบบ [90]4 
รปูที ่5 ความเคน้ดดัทีไ่ดจ้ากสมการแสดงความสมัพนัธ ์

                 และวธิคีนัโตโรวชิ 
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Relationship between bending stress and geometric ratio
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กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [0/90]s 
63738 10135.8010759.6365.245 nnn   

 364653 10507.510169.210001.533 nnn   
 6626 10908.110127.710466.8  nn  
 000.12 r  

 
กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [90/0]s 

63738 10164.25210081.24057.969 nnn   
 364656 10366.910812.410438.1 nnn   
 3626 10694.38110711.310642.9  nn  
 999.02 r  

 
กรณีแผ่นวสัดุเชงิประกอบทีม่กีารเรยีงชัน้แบบ [90]4 

63738 10406.5810179.2204.26 nnn    
 364653 10764.810027.310627.583 nnn   
 6627 10757.210669.910368.1  nn  
 999.02 r  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่4 ความเคน้ดดัและอตัราส่วนทางเรขาคณติ 
 

(6) จากการเปรียบเทียบความเค้นดัดที่ได้จาก
สมการแสดงความสมัพันธ์และวิธีคันโตโรวิช ตัง้แต่
อตัราส่วนทางเรขาคณิต 1.0:1.0 ถงึ 1.0:5.0 โดยเพิม่ขึน้
ทลีะ 0.1 รวมเป็น 41 อตัราส่วน พบว่าความเคน้ดดัทีไ่ด้
จากสมการแสดงความสมัพนัธม์คีวามสอดคลอ้งกบัความ
เคน้ดดัทีไ่ดจ้ากวธิคีนัโตโรวชิ ดงัแสดงในรูปที ่5 โดยมี
รอ้ยละของความคลาดเคลื่อนสงูสดุเท่ากบั 0.392 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) การเรยีงชัน้แบบ [0]4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) การเรยีงชัน้แบบ [0/90]s 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) การเรยีงชัน้แบบ [90/0]s 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ง) การเรยีงชัน้แบบ [90]4 
รปูที ่5 ความเคน้ดดัทีไ่ดจ้ากสมการแสดงความสมัพนัธ ์

                 และวธิคีนัโตโรวชิ 
 

5. สรปุผลการศึกษา 
(1) เมื่ออตัราส่วนทางเรขาคณิตมีค่าเพิม่ขึ้น ระยะ

การแอ่นและความเค้นดัดจะมีค่าเพิ่มขึ้นในช่วงแรก 
จากนัน้จะมีค่าลู่เขา้ โดยแผ่นวสัดุเชงิประกอบที่มกีาร
เรยีงชัน้แบบ [90]4 ระยะการแอ่นและความเคน้ดดัจะมคี่า
ลู่เข้าช้ากว่าแผ่นวัสดุเชิงประกอบที่มีการเรียงชัน้แบบ 
[90/0]s, [0/90]s และ [0]4 ตามล าดบั 

(2) ความสัมพันธ์ ร ะหว่ า ง ระย ะการแอ่ น กับ
อตัราส่วนทางเรขาคณิต และความเค้นดดักบัอัตราส่วน
ทางเรขาคณิต สามารถเขยีนให้อยู่ในรูปสมการโพลิโน
เมยีล อนัดบั 9 ซึ่งสามารถใชค้ านวณระยะการแอ่นและ
ความเค้นดดัตัง้แต่อตัราส่วนทางเรขาคณิต1.0:1.0 ถึง 
1.0:5.0 ท าให้ในทางปฏิบัติที่มีการน าแผ่นวัสดุ เชิง
ประกอบมาใช้ที่อตัราส่วนทางเรขาคณิตต่าง ๆ มีความ
สะดวกมากขึน้ เมื่อเทยีบกบัการใชว้ธิกีารประมาณ 
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