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บทคัดย่อ  
          ในบทความน้ี เราจะแนะนำแนวคิดของ อนุพันธ์ (𝑙, 𝑟) − (𝑓, 𝑔)  อนุพันธ์ (𝑟, 𝑙) − (𝑓, 𝑔) และ
อนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ซึ่งเป็นการวางนัยทั่วไปของอนุพันธ์ 𝑓 และ อนุพันธ์ของพีชคณิต BCC และศึกษาสมบัติ
บางประการของอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของพีชคณิต BCC นอกจากน้ียังอธิบายลักษณะเฉพาะของเซต 𝐹𝑖𝑥(𝑋) 
และ 𝐾𝑒𝑟 𝑑 โดยการใช้อนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) 
 
คำสำคัญ: พีชคณิต, พีชคณิต BCC, อนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของพีชคณิต BCC 
 
Abstract  
 In this paper, we introduce the concept of (𝑙, 𝑟) − (𝑓, 𝑔) −derivation, (𝑟, 𝑙) − (𝑓, 𝑔)-
derivation and  (𝑓, 𝑔) −derivation which is a generalization of 𝑓-derivation and derivation 
of a BCC-algebra and study some properties of (𝑓, 𝑔)-derivation of a BCC-algebra. Also, 
we characterize the set  𝐾𝑒𝑟 𝑑 by (𝑓, 𝑔) – derivation. 
 
Keyword: Algebras, BCC – algebras, (𝑓, 𝑔) – derivation of BCC – algebras 
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บทนำ  
 แนวคิดอนุพันธ์ของทฤษฎีของริงได้เข้ามามีบทบาทสำคัญเป็นอย่างมากในการศึกษาอนุพันธ์   
ของพีชคณิตต่าง ๆ ได้แก่ พีชคณิต BCI  พีชคณิต BCK และพีชคณิต BCC เป็นต้น  ใน (Jun and Xin, 
2004) ได้ประยุกต์ใช้แนวคิดของอนุพันธ์ของริงมาศึกษาบนพีชคณิต BCI และได้สมบัติบางประการ   
ของอนุพันธ์ของพีชคณิต BCI ต่อมา (Hamza and Al-Shehri, 2006) ได้ศึกษาอนุพันธ์ของพีชคณิต 
BCK  ใน (Komori, 1983) ได้แนะนำแนวคิดของพีชคณิต BCC ซึ่งเป็นการวางนัยทั ่วไปของพีชคณิต 
BCK ต่อมาใน (Prabpayak and Lerrawat, 2009) ได้แนะนำแนวคิดอนุพันธ์ของพีชคณิต BCC และ  
ได้ศึกษาสมบัติบางประการของอนุพันธ์ของพีชคณิต BCC  ต่อมาใน (Lee, et al., 2012) ได้ขยาย
แนวคิดของอนุพันธ์ของพีชคณิต BCC เป็น อนุพันธ์ 𝑓 ของพีชคณิต BCC  ซึ ่งเป็นการวางนัยทั่วไป     
ของอนุพันธ์ของพีชคณิต BCC และได้ศึกษาสมบัติบางประการของอนุพันธ์ 𝑓 ของพีชคณิต BCC 
นอกจากน้ีได้นิยามเซต 𝐾𝑒𝑟 𝑑 และ 𝐹𝑖𝑥(𝑋) โดยอนุพันธ์ 𝑓 ของพีชคณิต BCC    
 ในบทความน้ี เราจะขยายแนวคิดของอนุพันธ์ 𝑓 ของพีชคณิต BCC เป็น อนุพันธ์ (𝑓, 𝑔)        
ของพีชคณิต BCC  ซึ่งเป็นการวางนัยทั ่วไปของอนุพันธ์ 𝑓 ของพีชคณิต BCC และศึกษาสมบัติของ
อนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของพีชคณิต BCC นอกจากนี้จะอธิบายลักษณะเฉพาะ 𝐾𝑒𝑟 𝑑  และ 𝐹𝑖𝑥(𝑋)  โดย
อนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) 
 
ความรู้พื้นฐาน  
บทนิยาม 1 ให้  𝑋 เป็นเซตที่ไม่เป็นเซตว่าง และ ∗ เป็นการดำเนินการทวิภาคบน 𝑋 และ 0 เป็นค่าคง
ตัว จะเรียก (𝑋,∗, 0) ว่าเป็น พีชคณิต BCC (BCC - algebra) ถ้าสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปน้ี สำหรับทุก  
𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 
 (1) ((𝑥 ∗ 𝑦) ∗ (𝑧 ∗ 𝑦)) ∗ (𝑥 ∗ 𝑧) = 0 
 (2) 𝑥 ∗ 𝑥 = 0 
 (3) 0 ∗ 𝑥 = 0 
 (4) 𝑥 ∗ 0 = 𝑥 
 (5) ถ้า 𝑥 ∗ 𝑦 = 0 และ 𝑦 ∗ 𝑥 = 0 แล้ว 𝑥 = 𝑦  
 ต่อไปจะกำหนดความสัมพันธ์ ≤ บน 𝑋 โดยที่ 𝑥 ≤ 𝑦 ก็ต่อเมื่อ 𝑥 ∗ 𝑦 = 0 สำหรับทุก 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 
เพื ่อความสะดวกต่อไปนี้จะเขียน 𝑋 แทน (𝑋,∗, 0) และจะเขียน 𝑥 ∧ 𝑦 แทน 𝑦 ∗ (𝑦 ∗ 𝑥) สำหรับทุก  
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

 
ตัวอย่าง 1 ให้ 𝑋 = {0, 1, 2} และ ∗ เป็นการดำเนินการทวิภาคบน 𝑋 ซึ่งกำหนดโดยตารางต่อไปน้ี 
 

∗ 0 1 2 
0 0 0 0 
1 1 0 0 
2 2 1 0 

จะได้ว่า 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC 
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บทนิยาม 2 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ ∅ ≠ 𝑆 ⊆ 𝑋 จะเรียก 𝑆 ว่าเป็นพีชคณิตย่อย (subalgebra) 
ของ 𝑋 ถ้า 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝑆 สำหรับทุก 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆  
 
บทนิยาม 3 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC จะเรียก 𝑋 ว่ามี สมบัติสลับที่ (commutative) ถ้าสอดคล้องกับ
เงื่อนไขต่อไปน้ี สำหรับทุก 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆  

𝑥 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑦 ∗ (𝑦 ∗ 𝑥)  หรือ 𝑦 ∧ 𝑥 = 𝑥 ∧ 𝑦 
 
บทนิยาม 4 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC จะเรียกฟังก์ชัน 𝑓: 𝑋 → 𝑋 ว่าเป็น อันตรสัณฐาน
(endomorphism) ของ 𝑋 ถ้า 𝑓(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑓(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦) สำหรับทุก 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 
หมายเหตุ 1 จากบทนิยาม 4 จะเห็นว่า 𝑓(0) =  𝑓(0 ∗ 0) = 𝑓(0) ∗ 𝑓(0) = 0  
 
บทนิยาม 5 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC 

(1) จะเรียก 𝑑: 𝑋 → 𝑋 ว่าเป็นอนุพันธ์ (𝑙, 𝑟) ((𝑙, 𝑟)-derivation) ของ 𝑋 ถ้าสอดคล้องกับ 
เงื่อนไขต่อไปน้ี 

𝑑(𝑥 ∗ 𝑦) = (𝑑(𝑥) ∗ 𝑦) ∧ (𝑥 ∗ 𝑑(𝑦)) สำหรับทุก 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 
(2) จะเรียก 𝑑: 𝑋 → 𝑋 ว่าเป็นอนุพันธ์ (𝑟, 𝑙) ((𝑟, 𝑙)-derivation) ของ 𝑋 ถ้าสอดคล้องกับ 

เงื่อนไขต่อไปน้ี  
𝑑(𝑥 ∗ 𝑦) = (𝑥 ∗ 𝑑(𝑦)) ∧ (𝑑(𝑥) ∗ 𝑦) สำหรับทุก 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

(3) จะเรียก 𝑑 ว่าเป็นอนุพันธ์ (derivation) ของ 𝑋 ถ้า 𝑑 เป็นทั้ง อนุพันธ์ (𝑙, 𝑟) และ  
อนุพันธ์ (𝑟, 𝑙) ของ 𝑋 
 
ตัวอย่าง 2 ให้ 𝑋 = {0, 1, 2} และ ∗ เป็นการดำเนินการทวิภาคบน 𝑋 ซึ่งกำหนดโดยตารางต่อไปน้ี 
 

∗ 0 1 2 
0 0 0 0 
1 1 0 0 
2 2 1 0 

จะได้ว่า 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC  กำหนดฟังก์ชัน 𝑑: 𝑋 → 𝑋 โดยที่ 𝑑(0) = 0, 𝑑(1) = 1 และ 𝑑(2) = 2 
จะได้ว่า 𝑑 เป็นอนุพันธ์ของ 𝑋 

 
บทนิยาม 6 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑓 เป็นอันตรสัณฐานของ 𝑋 

(1) จะเรียก 𝑑: 𝑋 → 𝑋 ว่าเป็นอนุพันธ์ (𝑙, 𝑟)  −  𝑓 ((𝑙, 𝑟) − 𝑓-derivation) ของ 𝑋 ถ้าสอดคล้อง 
กับเงื่อนไขต่อไปน้ี 

𝑑(𝑥 ∗ 𝑦) = (𝑑(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦)) ∧ (𝑓(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) สำหรับทุก 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 
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(2) จะเรียก 𝑑: 𝑋 → 𝑋 ว่าเป็นอนุพันธ์ (𝑟, 𝑙) − 𝑓 ((𝑟, 𝑙) − 𝑓-derivation) ของ 𝑋 ถ้าสอดคล้อง 
กับเงื่อนไขต่อไปน้ี  

𝑑(𝑥 ∗ 𝑦) = (𝑓(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) ∧ (𝑑(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦)) สำหรับทุก 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 
(3) จะเรียก 𝑑 ว่าเป็นอนุพันธ์ 𝑓 (𝑓-derivation)  ของ 𝑋 ถ้า 𝑑 เป็นทั้ง อนุพันธ์ (𝑙, 𝑟)  −  𝑓 และ 

อนุพันธ์ (𝑟, 𝑙) − 𝑓 ของ 𝑋 
 
ตัวอย่าง 3 ให้ 𝑋 = {0, 1, 2, 3} และ ∗ เป็นการดำเนินการทวิภาคบน 𝑋 ซึ่งกำหนดโดยตารางต่อไปน้ี 
 

∗ 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 1 0 
2 2 2 0 0 
3 3 3 1 0 

จะได้ว่า 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC  กำหนดฟังก์ชัน 𝑑: 𝑋 → 𝑋 โดยที่  
𝑑(𝑥) = {

0 ; 𝑥 = 0, 1, 2
3 ; 𝑥 = 3        

 

และกำหนดฟังก์ชัน 𝑓: 𝑋 → 𝑋 โดยที ่
𝑓(𝑥) = {

0 ; 𝑥 = 0, 1
3 ; 𝑥 = 2, 3

 

จะได้ว่า 𝑑 เป็นอนุพันธ์ 𝑓 ของ 𝑋 

 
ทฤษฎีบทหลัก 
บทนิยาม 7 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑓 และ 𝑔 เป็นอันตรสัณฐานของ 𝑋 

(1) จะเรียก 𝑑: 𝑋 → 𝑋 ว่าเป็นอนุพันธ์ (𝑙, 𝑟) − (𝑓, 𝑔) ((𝑙, 𝑟) − (𝑓, 𝑔)-derivation) ของ 𝑋  
ถ้าสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปน้ี 

𝑑(𝑥 ∗ 𝑦) = (𝑑(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦)) ∧ (𝑔(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) สำหรับทุก 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 
(2) จะเรียก 𝑑: 𝑋 → 𝑋 ว่าเป็นอนุพันธ์ (𝑟, 𝑙) − (𝑓, 𝑔) ((𝑟, 𝑙) − (𝑓, 𝑔)-derivation) ของ 𝑋  

ถ้าสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปน้ี  
𝑑(𝑥 ∗ 𝑦) = (𝑓(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) ∧ (𝑑(𝑥) ∗ 𝑔(𝑦)) สำหรับทุก 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

(3) จะเรียก 𝑑 ว่าเป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ((𝑓, 𝑔)-derivation) ของ 𝑋 ถ้า 𝑑 เป็นทั้ง 
อนุพันธ์ (𝑙, 𝑟) − (𝑓, 𝑔) และอนุพันธ์ (𝑟, 𝑙) − (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋 
 

ตัวอย่าง 4 ให้ 𝑋 = {0, 1, 2, 3} และ ∗ เป็นการดำเนินการทวิภาคบน 𝑋 ซึ่งกำหนดโดยตารางต่อไปน้ี 
 

∗ 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 1 0 
2 1 2 0 0 
3 3 3 1 0 



 วารสารวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลยัราชภฏัมหาสารคาม   
Journal of Science and Technology, Rajabhat Maha Sarakham University   

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………  

92 
 
 

 
จะได้ว่า 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC  กำหนดฟังก์ชัน 𝑑: 𝑋 → 𝑋 โดยที่ 

𝑑(𝑥) = {
0 ; 𝑥 = 0, 1, 2
3 ; 𝑥 = 3        

 

กำหนดฟังก์ชัน 𝑓: 𝑋 → 𝑋 โดยที ่

𝑓(𝑥) = {
0 ; 𝑥 = 0    
1 ; 𝑥 = 1    
3 ; 𝑥 = 2, 3

 

 

และกำหนดฟังก์ชัน 𝑔: 𝑋 → 𝑋 โดยที ่
𝑔(𝑥) = {

0 ; 𝑥 = 0, 1
3 ; 𝑥 = 2, 3

 

จะได้ว่า 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋 

 
ทฤษฎีบท 1 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋 แล้ว 𝑑(0) = 0 

พิสูจน์ ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋  
เน่ืองจาก 𝑓 และ 𝑔 เป็นอันตรสัณฐาน จะได้ว่า 𝑓(0) = 0 และ 𝑔(0) = 0  
พิจารณา 𝑑(0) = 𝑑(0 ∗ 0) 
      = (𝑑(0) ∗ 𝑓(0)) ∧ (𝑔(0) ∗ 𝑑(0)) 
      = (𝑑(0) ∗ 0) ∧ (0 ∗ 𝑑(0)) 
      = 𝑑(0) ∧ 0 
      = 0 ∗ (0 ∗ 𝑑(0)) 
      = 0 ∗ 0 
          = 0 
ดังน้ัน 𝑑(0) = 0                                                                                                                                                                                     ◼ 
 
ทฤษฎีบท 2 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC จะได้ว่าข้อความต่อไปน้ีเป็นจริง    

(1) ถ้า 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑙, 𝑟) − (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋 แล้ว 𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥) ∧ 𝑔(𝑥)  สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝑋 
(2) ถ้า 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑟, 𝑙) − (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋 แล้ว 𝑑(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∧ 𝑑(𝑥)  สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝑋 

พิสูจน์ ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC 
(1) สมมติว่า 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑙, 𝑟) − (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋  

เน่ืองจาก 𝑓 และ 𝑔 เป็นอันตรสัณฐานจะได้ว่า 𝑓(0) = 0 และ 𝑔(0) = 0  
จากทฤษฎีบท 1 จะได้  𝑑(0) = 0   ให้ 𝑥 ∈ 𝑋  
พิจารณา 𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥 ∗ 0)  
      = (𝑑(𝑥) ∗ 𝑓(0)) ∧ (𝑔(𝑥) ∗ 𝑑(0))  
      = (𝑑(𝑥) ∗ 0) ∧ (𝑔(𝑥) ∗ 0)  
      = 𝑑(𝑥) ∧ 𝑔(𝑥)  

ดังน้ัน 𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥) ∧ 𝑔(𝑥) 
 (2) สมมติว่า 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑟, 𝑙) − (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋  ให้ 𝑥 ∈ 𝑋 

พิจารณา 𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥 ∗ 0)  
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      = (𝑓(𝑥) ∗ 𝑑(0)) ∧ (𝑑(𝑥) ∗ 𝑔(0))  
      = (𝑓(𝑥) ∗ 0) ∧ (𝑑(𝑥) ∗ 0)  
      = 𝑓(𝑥) ∧ 𝑑(𝑥)  
ดังน้ัน 𝑑(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∧ 𝑑(𝑥)                                                                                                                                                         ◼ 
 
บทนิยาม 8 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋 และกำหนดเซต 𝐹𝑖𝑥(𝑋) โดยที่ 

𝐹𝑖𝑥(𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑑(𝑥) = 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)} 

 
ทฤษฎีบท 3 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋 จะได้ว่า 𝐹𝑖𝑥(𝑋) เป็นพีชคณิต
ย่อยของ 𝑋 
พิสูจน์  ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋  จาก 𝑑(0) = 𝑓(0) = 𝑔(0)  

ได้ว่า 0 ∈ 𝐹𝑖𝑥(𝑋) ดังน้ัน 𝐹𝑖𝑥(𝑋) ≠ ∅  ให้ 𝑥, 𝑦 ∈  𝐹𝑖𝑥(𝑋)  จะได้ว่า 
 𝑑(𝑥)  =  𝑓(𝑥)  =  𝑔(𝑥)    และ  𝑑(𝑦)  =  𝑓(𝑦)  =  𝑔(𝑦)  พิจารณา 
               𝑑(𝑥 ∗  𝑦) =  (𝑑(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦)) ∧ (𝑔(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) 
                                  =  (𝑓(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦)) ∧ (𝑓(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦)) 
                                  =  (𝑓(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦)) ∗ ((𝑓(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦)) ∗ (𝑓(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦)))  
                                  =  (𝑓(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦)) ∗ 0 
                                  =  𝑓(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦) 
                                  =  𝑓(𝑥 ∗ 𝑦) 
และ 
          𝑑(𝑥 ∗  𝑦) =  (𝑑(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦)) ∧ (𝑔(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) 
                                  =  (𝑔(𝑥) ∗ 𝑔(𝑦)) ∧ (𝑔(𝑥) ∗ 𝑔(𝑦)) 
                                  =  (𝑔(𝑥) ∗ 𝑔(𝑦)) ∗ ((𝑔(𝑥) ∗ 𝑔(𝑦)) ∗ (𝑔(𝑥) ∗ 𝑔(𝑦)))  
                                  =  (𝑔(𝑥) ∗ 𝑔(𝑦)) ∗  0 
                                  =  𝑔(𝑥) ∗ 𝑔(𝑦) 
                                  =  𝑔(𝑥 ∗ 𝑦) 
ดังน้ัน 𝑑(𝑥 ∗ 𝑦)  =  𝑓(𝑥 ∗ 𝑦)  =  𝑔(𝑥 ∗ 𝑦)  น่ันคือ 𝑥 ∗  𝑦 ∈ 𝐹 𝑖𝑥(𝑋) จึงสรุปได้ว่า 𝐹𝑖𝑥(𝑋) เป็นพีชคณิต
ย่อยของ 𝑋                                                                                                                                                                       ◼ 
 

ทฤษฎีบท 4 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋 ถ้า 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹𝑖𝑥(𝑋)  
แล้ว 𝑥 ∧ 𝑦 ∈ 𝐹𝑖𝑥(𝑋) 
พิสูจน์ ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋  
ให้ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹𝑖𝑥(𝑋) จะได้ว่า 𝑑(𝑥) = 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) และ 𝑑(𝑦) = 𝑓(𝑦) = 𝑔(𝑦) 
จากทฤษฎีบท 3 จะได้ว่า 𝑦 ∗ 𝑥 ∈  𝐹𝑖𝑥(𝑋) น่ันคือ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥) = 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥) = 𝑔(𝑦 ∗ 𝑥) พิจารณา 
              𝑑(𝑥 ∧  𝑦) = 𝑑(𝑦 ∗ (𝑦 ∗ 𝑥)) 
 = (𝑑(𝑦) ∗ 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥)) ∧  (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) 
 = (𝑓(𝑦) ∗ 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥)) ∧  (𝑓(𝑦) ∗ 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥)) 
 = (𝑓(𝑦) ∗ 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥)) ∗ ((𝑓(𝑦) ∗ 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥)) ∗ (𝑓(𝑦) ∗ 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥))) 
 = (𝑓(𝑦) ∗ 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥)) ∗ 0 
 = 𝑓(𝑦) ∗ 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥) 
 = 𝑓(𝑦 ∗ (𝑦 ∗ 𝑥)) 
 = 𝑓(𝑥 ∧  𝑦) 
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และ 
         𝑑(𝑥 ∧  𝑦) = 𝑑(𝑦 ∗ (𝑦 ∗ 𝑥))  

= (𝑑(𝑦) ∗ 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥)) ∧  (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) 
= (𝑔(𝑦) ∗ 𝑔(𝑦 ∗ 𝑥)) ∧ (𝑔(𝑦) ∗ 𝑔(𝑦 ∗ 𝑥)) 
= (𝑔(𝑦) ∗ 𝑔(𝑦 ∗ 𝑥)) ∗ ((𝑔(𝑦) ∗ 𝑔(𝑦 ∗ 𝑥)) ∗ (𝑔(𝑦) ∗ 𝑔(𝑦 ∗ 𝑥))) 
= (𝑔(𝑦) ∗ 𝑔(𝑦 ∗ 𝑥)) ∗ 0 
= 𝑔(𝑦) ∗ 𝑔(𝑦 ∗ 𝑥)   
= 𝑔(𝑦 ∗ (𝑦 ∗ 𝑥)) 
= 𝑔(𝑥 ∧  𝑦)  

เพราะฉะน้ัน 𝑑(𝑥 ∧  𝑦) = 𝑓(𝑥 ∧  𝑦) = 𝑔(𝑥 ∧  𝑦) 
ดังน้ัน 𝑥 ∧  𝑦 ∈  𝐹𝑖𝑥(𝑋)                   ◼ 

 
บทนิยาม 9 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋 นิยามเซต 𝐾𝑒𝑟 𝑑 โดย 

𝐾𝑒𝑟 𝑑 = {𝑥 ∈  𝑋 | 𝑑(𝑥) = 0 } 

 
ทฤษฎีบท 5 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋  แล้ว 𝐾𝑒𝑟 𝑑 เป็นพีชคณิตย่อย
ของ 𝑋  
พิสูจน์ ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋  จาก 𝑑(0) = 0 ได้ว่า 0 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑑 
ดังน้ัน 𝐾𝑒𝑟 𝑑 ≠ ∅  ให้ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑑 จะได้ว่า 𝑑(𝑥) = 0 และ 𝑑(𝑦) = 0  
 
พิจารณา 
                𝑑(𝑥 ∗ 𝑦) = (𝑑(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦)) ∧ (𝑔(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) 
                                  = (0 ∗ 𝑓(𝑦)) ∧ (𝑔(𝑥) ∗ 0) 
                                  = 0 ∧ 𝑔(𝑥) 
                                  = 𝑔(𝑥) ∗ ((𝑔(𝑥) ∗ 0) 
                      = 𝑔(𝑥) ∗ (𝑔(𝑥) 
                       = 0 

ดังน้ัน 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑑              ◼ 

 
ทฤษฎีบท 6 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋  ถ้า 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑑 แล้ว 
𝑥 ∧ 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑑 สำหรับทุก  𝑥 ∈ 𝑋 
พิสูจน์ ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋 
ให้ 𝑥 ∈  𝑋 สมมติว่า 𝑦 ∈  𝐾𝑒𝑟 𝑑 จะได้ว่า 𝑑(𝑦) = 0 พิจารณา 
               𝑑(𝑥 ∧  𝑦) = 𝑑(𝑦 ∗ (𝑦 ∗ 𝑥)) 
                      = (𝑑(𝑦) ∗ 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥)) ∧ (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) 
                      = (0 ∗ 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥)) ∧ (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) 
                      = 0 ∧ (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) 
                      = (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) ∗ (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) ∗ 0) 
                      = (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) ∗ (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) 
                      = 0 
ดังน้ัน 𝑦 ∧ 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑑           ◼ 
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ทฤษฎีบท 7 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC สลับที่ และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋  ถ้า 𝑥 ≤ 𝑦 และ 
𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑑 แล้ว 𝑥 ∈  𝐾𝑒𝑟 𝑑 สำหรับทุก 𝑥 ∈ 𝑋 

พิสูจน์ ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC สลับที่ และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋 
ให้ 𝑥, 𝑦 ∈  X สมมติว่า 𝑥 ≤ 𝑦 และ 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑑 จะได้ว่า 𝑥 ∗ 𝑦 = 0 และ 𝑑( 𝑦) = 0   
พิจารณา 
                       𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥 ∗ 0) 
                                  = 𝑑(𝑥 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦)) 
                                  = 𝑑(𝑦 ∗ (𝑦 ∗ 𝑥)) 
                                  = (𝑑(𝑦) ∗ 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥)) ∧ (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) 
                      = (0 ∗ 𝑓(𝑦 ∗ 𝑥)) ∧ (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) 
                      = 0 ∧ (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) 
                      = (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) ∗ (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) ∗ 0) 
                      = (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) ∗ (𝑔(𝑦) ∗ 𝑑(𝑦 ∗ 𝑥)) 
                      = 0 

ดังน้ัน 𝑥 ∈  𝐾𝑒𝑟 𝑑            ◼ 

 
ทฤษฎีบท 8 ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC  และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋  ถ้า 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑑 
แล้ว 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑑 สำหรับทุก  𝑦 ∈ 𝑋 
พิสูจน์ ให้ 𝑋 เป็นพีชคณิต BCC  และ 𝑑 เป็นอนุพันธ์ (𝑓, 𝑔) ของ 𝑋   
ให้ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 สมมติ 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑑 จะได้ว่า  𝑑( 𝑥) = 0   
พิจารณา 
                𝑑(𝑥 ∗ 𝑦) = (𝑑(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦)) ∧ (𝑔(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) 
                                  = (0 ∗ 𝑓(𝑦)) ∧ (𝑔(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) 
                                  = 0 ∧ (𝑔(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) 
                                  = (𝑔(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) ∗ ((𝑔(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) ∗ 0) 
                      = (𝑔(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) ∗ (𝑔(𝑥) ∗ 𝑑(𝑦)) 
                       = 0 

ดังน้ัน 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑑           ◼ 
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