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Abstract  
 In this paper, we are interested to study two Diophantine equations 

4 4 22p q z+ =  and  4 4 22p q z− =  where ,p q  are prime numbers.  The results of this 
study, we found that the Diophantine equation 4 4 22p q z− =  has only one non-negative 
integer solution, that is ( , , ) (3,2,7)p q z =  for the Diophantine equation 4 4 22p q z+ =  
has no solution. 
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สมการไดโอแฟนไทน์ + =4 4 2

2p q z  และ − =4 4 2
2p q z   

เม่ือ p  และ q  เป็นจำนวนเฉพาะ 
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บทคัดย่อ  
 ในบทความวิจัยน้ีสนใจศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 4 4 22p q z+ =  และ 4 4 22p q z− =  เมื่อ 

,p q  เป็นจำนวนเฉพาะ จากผลการศึกษาพบว่า สมการ 4 4 22p q z− =  มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่
ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ ( , , ) (3,2,7)p q z =  ส่วนสมการ 4 4 22p q z+ =  ไม่มีผลเฉลย 
 
คำสำคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์, ผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ, จำนวนเฉพาะ 
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บทนำ  
 สมการไดโอแฟนไทน์เป็นข้อหัวที่มีผู ้ให้ความสนใจศึกษากันมาเป็นเวลายาวนานและมีการ      
ต่อยอดงานวิจัยทางด้านนี้เป็นจำนวนมาก มีการศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ในหลากหลายรูปแบบ 
หลากหลายวิธีในการหาผลเฉลยของสมการ เช่น ในปี ค.ศ. 2012 Sroysang ได้ศึกษาสมการไดโอแฟน
ไทน์ 23 5x y z+ =  ซึ่งพบว่าสมการนี้มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ( ), ,x y z  เพียงผลเฉลย
เดียวเท่านั ้น คือ ( )1,0,2  ในปีถัดมา Rabago ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 23 19x y z+ =  และ 

23 91x y z+ =  ผลจากการศึกษาเขาพบว่า สมการ 23 19x y z+ =  มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่ลบ 
( ), ,x y z  ค ือ ( )1,0,2  และ ( )4,1,10  ส ่วนสมการ 23 91x y z+ =  มีผลเฉลยเป็น ( )1,0,2  และ 
( )2,1,10   
 ต่อมาในปี ค.ศ. 2017 Burshtein ได้หาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 4x yp q z+ =  เมื่อ 

,p q  เป็นจำนวนเฉพาะ โดยเขาได้ศึกษาเฉพาะกรณีที่ 1y =  ซึ่งพบว่า สำหรับกรณี x  เป็นจำนวนเต็ม
คู่ สมการน้ีมีผลเฉลย ( ), , ,p q x z  เพียงแค่สองผลเฉลย ได้แก่ ( )2,17,6,3  และ ( )3,7,2,2  ส่วนกรณี 
x  เป็นจำนวนเต็มคี่ สมการไดโอแฟนไทน์น้ีมีผลเฉลยจำนวนมากมาย 
 ปี ค.ศ. 2018 Burshtein ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 4 2 2x y z− =  เมื่อ y  เป็นจำนวน
เฉพาะ จากการศึกษาเขาพบว่าสมการนี ้มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มบวกเพียง 3 ผลเฉลย ได้แก่ 
( ) ( ) ( ), , 5,7,24 , 29,41,840x y z =  และ ( )169,239,28560   
 ในปีเดียวกันนี ้เขายังได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์อีกสองสมการ คือ 3 3 2p q z+ =  และ 

3 3 2p q z− =  เมื่อ p  และ q  เป็นจำนวนเฉพาะ ซึ่งเขาพบว่า กรณีที่ 2q = ทั้งสองสมการนี้ไมม่ผีล
เฉลย ส่วนกรณี 3 101q p    พบว่า ( ) ( ), , 37,11,228p q z =  และ ( ) ( ), , 71,23,588p q z =  
เป็นผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มบวกของสมการ 3 3 2p q z+ =  และ 3 3 2p q z− = ตามลำดับ 
 และต่อมาเขาได้หาผลเฉลยสมการไดโอแฟนไทน์ 4 4 2p q z+ =  เมื่อ p  และ q  เป็นจำนวน
เฉพาะที่ 2 p q   และสมการไดโอแฟนไทน์ 4 4 2p q z− =  เมื ่อ p  และ q  เป็นจำนวนเฉพาะที่ 
2 2100q p    ผลจากการศึกษาของเขาพบว่า ทั้งสองสมการน้ีไม่มีผลเฉลย 
 สำหรับงานวิจัยนี้เราสนใจศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 4 4 22p q z+ =  และ 4 4 22p q z− =  
เมื ่อ ,p q  เป็นจำนวนเฉพาะ และ z  เป็นจำนวนเต็มที ่ไม่เป็นจำนวนลบ โดยเราจะเริ ่มจากการ
พิจารณาสมการไดโอแฟนไทน์ 4 4 22p q z+ = ก่อน ซึ่งจากการศึกษาเราพบว่า สมการนี้ไม่มีผลเฉลย 
ส่วนสมการไดโอแฟนไทน์ 4 4 22p q z− =  จะมีเพียงผลเฉลย ( , , )p q z เพียงผลเฉลยเดียว สำหรับการ
พิสูจน์จะกล่าวถึงในหัวข้อถัดไป 
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ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ + =4 4 2

2p q z  
 พิจารณาสมการไดโอแฟนไทน์ 
          4 4 22p q z+ =       (1) 
เมื่อ ,p q  เป็นจำนวนเฉพาะ และ z  เป็นจำนวนเต็มที่ไม่จำนวนลบ ในหัวข้อนี้เราจะแสดงว่าสมการ 
(1) ไม่มีผลเฉลย ดังจะพิสูจน์ให้เห็นในทฤษฎีบทต่อไปน้ี 
ทฤษฎีบท 1 สมการไดโอแฟนไทน์ 4 4 22p q z+ =  ไม่มีผลเฉลย ( ), ,p q z  ที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็น
จำนวนลบ 
พิสูจน์ เห็นได้ชัดเจนว่า ถ้า p q=  แล้วจาก (1) จะได้ 4 23p z=  น่ันคือ 23z p=  ซึ่งเกิดข้อขัดแย้ง 
จึงได้ p q  เราแบ่งการพิจารณาออกเป็น 2 กรณี คือ p q  หรือ q p   
 กรณี 1  ถ้า p q  เราจะแบ่งพิจารณาเป็น 2 กรณีย่อย ได้แก่ กรณี 2p =  และกรณี 2p    
  กรณี 1.1. ถ้า 2p =  แล้วจาก (1) จะได้ว่า  
          4 216 2q z+ =        (3) 
จาก (3) เราได้ว่า z  เป็นจำนวนเต็มคู่ ดังนั ้น 2z a=  สำหรับบางจำนวนเต็มบวก a  จึงทำให้ได้ 

( )4 22 4q a= −  แต่เน่ืองจาก 2q   ทำให้เกิดข้อข้ดแย้ง ดังน้ันสำหรับกรณี 1.1. น้ีสมการ (1) ไม่มีผล

เฉลย 
  กรณี 1.2. ถ้า 2p   แล้วจาก (1) จะได้  
          4 2 22 ( )( )q z p z p= − +     (4) 
เน่ืองจาก 2 2z p z p−  +  ทำให้สามารถแบ่งการพิจารณา (4) ได้เป็น 5 กรณี ดังน้ี 
   กรณี 1.2.1. 2 1z p− =  และ 2 42z p q+ =  จะได้ 42 1 2 1q z z z= + − = −  เน่ืองจาก 

42q เป็นจำนวนเต็มคู่ จึงเกิดข้อขัดแย้ง 
   กรณี 1.2.2. 2 2z p− =  และ 2 4z p q+ =  จะได้ 4 2 2 2q z z z= + − = −  เนื่องจาก 

2q   ทำให้ 4q  เป็นจำนวนเต็มคี่ จึงเกิดข้อขัดแย้ง 
   กรณ ี  1.2.3. 2 2z p q− =  และ 2 3z p q+ =  จะได ้  3 2 2 2q z z q z q= + − = −  
เน่ืองจาก 2q   ทำให้ 4q  เป็นจำนวนเต็มคี่ จึงเกิดข้อขัดแย้ง 
   กรณ ี  1 .2 .4 .  2z p q− =  และ  2 32z p q+ =  จะได ้  32 2q z z q z q= + − = −  
เน่ืองจาก 2q   จึงทำให้เกิดข้อขัดแย้ง 
   กรณี 1.2.5.  2 2z p q− =  และ 2 22z p q+ =  จะได้ 22 3z q=  เนื่องจาก 2q   จึง
ทำให้เกิดข้อขัดแย้ง 
ดังน้ันสำหรับกรณี 1.2. สมการ (1) ไม่มีผลเฉลย 
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 กรณี 2  ถ้า q p  ในทำนองเดียวกันเราแบ่งการพิจารณาออกเป็น 2 กรณี คือ กรณี 2q =  
หรือ กรณี 2q    
  กรณี 2.1. ถ้า 2q =  แล้วจาก (1) จะได้  
           4 5 22p z+ =       (5) 
จาก (5) ทำให้ได้  
          5 2 22 ( )( )z p z p= − +     (6) 
เน่ืองจาก 2 2z p z p−  +  สามารถแบ่งกรณีย่อยที่ทำให้ (6) เป็นไปได้เพียง 3 กรณี ได้แก่ 
   กรณี 2.1.1. 2 1z p− =  และ 2 52z p+ =  จะได้ 52 2 1z= −  ซึ่งเกิดข้อขัดแย้ง 
   กรณี 2.1.2. 2 2z p− =  และ 2 42z p+ =  จะได้ 2 7p =  จึงเกิดข้อขัดแย้ง 
   กรณี 2.1.3. 2 22z p− =  และ 2 32z p+ =  จะได้ 2 2p =  จึงเกิดข้อขัดแย้ง 
ทำให้กรณีน้ีสมการ (1) ไม่มีผลเฉลย 
  กรณี 2.2. ถ้า 2q   แล้วจาก (1) ทำให้ได้ 4 2 22 ( )( )q z p z p= − +  ในทำนองเดียวกันกับ
กรณี 1.2. จะเกิดข้อขัดแย้งข้ึนทุกกรณีย่อย ดังน้ันสมการ (1) จึงไม่มีผลเฉลย 
 
บทแทรก 1 สมการไดโอแฟนไทน์ 4 4 42p q z+ =  ไม่มีผลเฉลย เมื่อ ,p q  เป็นจำนวนเฉพาะ และ z  
เป็นจำนวนเต็มที่ไม่จำนวนลบ  
พิสูจน์  เป็นผลที่ได้จากทฤษฎีบท 1 
 
ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ − =4 4 2

2p q z  
 พิจารณาสมการไดโอแฟนไทน์ 
            4 4 22p q z− =     (7) 
เมื่อ ,p q  เป็นจำนวนเฉพาะ และ z  เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นจำนวนลบ  
 ผลที่ได้จากการศึกษาเราพบว่า สมการ (7) มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ( ), ,p q z  
เพียงผลเฉลยเดียวเท่าน้ัน คือ ( )3,2,7  ซึ่งได้ทำการพิสูจน์ไว้ในทฤษฎีบท 2 
ทฤษฎีบท 2  สมการไดโอแฟนไทน์ 4 4 22p q z− =  เมื ่อ ,p q  เป็นจำนวนเฉพาะ มีผลเฉลยที่เป็น
จำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ ( ) ( ), , 3,2,7p q z =  
พิสูจน์   
ถ้า p q=  แล้วจาก (7) จะได้ 2 4 0z q= −   จึงเกิดข้อขัดแย้ง ในทำนองเดียวกัน ถ้า p q  จาก (7) 
จะได้ว่า 2 0z   ทำให้เกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้นสมมติให้ q p  เราจะแบ่งการพิจารณาออกเป็น 2 กรณี 
คือ 2q =  หรือ 2q    
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 กรณี 1  ถ้า 2q = จาก (7) จะได้  
               5 2 22 ( )( )p z p z= − +     (8) 
เน่ืองจาก 2 2p z p z−  +  ทำให้แบ่งการพิจารณา (8) ที่เป็นไปได้เพียง 3 กรณีย่อย ดังน้ี 

  กรณี 1.1. 2 1p z− =  และ 2 52p z+ =  จึงได้ว่า 31

2
z =  ซึ่งเกิดข้อขัดแย้ง 

  กรณี 1.2. 2 2p z− =  และ 2 42p z+ =  จึงได้ 2 9p =  นั่นคือ 3p =  และทำให้ 7z =  
สำหรับกรณีน้ีสมการ (7) มีผลเฉลย คือ ( ) ( ), , 3,2,7p q z =   
  กรณี 1.3. 2 22p z− =  และ 2 32p z+ =  จึงได้ 2 6p =  ซึ่งเกิดข้อขัดแย้ง 
ดังน้ันสำหรับกรณี 2q = สมการ (7) มีเพียงผลเฉลยเดียว คือ ( ) ( ), , 3,2,7p q z =  
 กรณี 2  ถ้า 2q   แล้ว 2p   และจาก (7) ทำให้ 2z  เป็นจำนวนเต็มคี่ จึงได้ว่า 2 1z b= +  
สำหรับบางจำนวนเต็ม b  เมื่อแทนลงใน (7) จะได้ 4 2 41 4 4 2p b b q− = + +  ทำให้ได้ 
              2 2 4( 1)( 1)( 1) 2(2 2 )p p p b b q− + + = + +   (9) 
เน่ืองจาก 2p   ทำให้ 1, 1p p− +  และ 2 1p +  เป็นจำนวนเต็มคู่ จึงได้ว่า 1 2 , 1 2p m p n− = + =  
และ 2 1 2p t+ =  สำหรับบางจำนวนเต็มบวก ,m n  และ t  เมื่อแทนลงใน (9) ทำให้ 
             4 22(2 )q mnt b b= − −              (10) 
เน่ืองจาก 2q   ได้ว่า 4q เป็นจำนวนเต็มคี่ ซึ่งทำให้ (10) เกิดข้อขัดแย้ง ดังน้ันในกรณีน้ีสมการ (7) จึง
ไม่มีผลเฉลย 
 
บทแทรก 2 สมการไดโอแฟนไทน์ 4 4 42p q z− =  ไม่มีผลเฉลย เมื่อ ,p q  เป็นจำนวนเฉพาะ และ z  
เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
พิสูจน์  เป็นผลที่ได้จากทฤษฎีบท 2  
 
สรุปผลการวิจัย  
 ผลจากการศึกษาเราพบว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 4 4 22p q z+ =  เมื่อ p  และ q  เป็นจำนวน
เฉพาะ ไม่มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ส่วนสมการไดโอแฟนไทน์ 4 4 22p q z− =  เมื่อ p  
และ q  เป็นจำนวนเฉพาะ มีผลเฉลย ( ), ,p q z  ที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวเท่าน้ัน 
คือ ( )3,2,7  
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