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Abstract  
 In this paper, the non-negative integer solutions (𝑥, 𝑦, 𝑧) of the Diophantine 
equation (𝑝 − 1)𝑥 − 𝑝𝑦 = 𝑧2, when 𝑝 is a prime, are investigated. The results of this 
research, we showed that if 𝑝 = 2, then the non-negative integer solutions of the 
equation are (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(𝑡, 0, 0)}, when 𝑡 is a non-negative integer. If 𝑝 ≡ 1(mod 4), 
then the equation has the unique non-negative integer solution, which is (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(0, 0, 0). If 𝑝 = 3, then all non-negative integer solutions (𝑥, 𝑦, 𝑧) of the equation are 
(0, 0, 0), (1, 0, 1) and (2, 1, 1). Moreover, if 𝑝 ≠ 3 and 𝑝 ≡ 3(mod 4), then the non-
negative integer solutions of the equation are (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0)  and (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(1, 0, √𝑝 − 2), when √𝑝 − 2 is an integer.  
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บทคัดย่อ  
 ในงานวิจัยน้ีได้ศึกษาผลเฉลยจำนวนเต็มที ่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ของสมการไดโอแฟนไทน์ 
(𝑝 − 1)𝑥 − 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ ผลการวิจัยพบว่า ถ้า 𝑝 = 2 แล้ว ผลเฉลยจำนวน
เต็มที ่ไม่เป็นลบของสมการดังกล่าว คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(𝑡, 0, 0)} เมื ่อ 𝑡 เป็นจำนวนเต็มที ่ไม่เป็นลบ               
และถ้า 𝑝 ≡ 1(mod 4) แล้ว สมการดังกล่าวมีผลเฉลยจำนวนเต็มที ่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว              
คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) และถ้า 𝑝 = 3 แล้ว ผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ทั้งหมดของ
สมการค ือ (0, 0, 0), (1, 0, 1) และ (2, 1, 1) นอกจากนี ้  ถ ้า 𝑝 ≠ 3 และ 𝑝 ≡ 3(mod 4) แล้ว                 
ผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการ คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) และ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 0, √𝑝 − 2) 
เมื่อ √𝑝 − 2 เป็นจำนวนเต็ม 
 
คำสำคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์; สมภาค; ส่วนตกค้างกำลังสอง 
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บทนำ  
 สมการไดโอแฟนไทน์ (Diophantine equation) เป็นสมการที่ได้รับความสนใจอย่างกว้างขวาง
โดยสมการดังกล่าวจะพิจารณาเฉพาะผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มเท่านั้น ตัวอย่างเช่น ในปี ค.ศ. 2020 
Burshtein (2020) ได้ศ ึกษาผลเฉลยจำนวนเต็มบวกของสมการไดโอแฟนไทน์ 13𝑥 − 5𝑦 = 𝑧2             
และ 19𝑥 − 5𝑦 = 𝑧2 พบว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 13𝑥 − 5𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจำนวนเต็มบวกเพียงผล
เฉลยเดียว คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2, 2, 12) สมการไดโอแฟนไทน์ 19𝑥 − 5𝑦 = 𝑧2 ไม่มีผลเฉลยจำนวนเต็ม
บวก และในปีเดียวกัน Buosi et al. (2020) ได้ค้นพบผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอ
แฟนไทน์ 𝑝𝑥 − 2𝑦 = 𝑧2 เมื ่อ 𝑝 = 𝑘2 + 2 เป็นจำนวนเฉพาะและ 𝑘 เป็นจำนวนเต็มที ่ไม่เป็นลบ 
นอกจากน้ี Elshahed and Kamarulhaili (2020) ได้แสดงว่าสมการไดโอแฟนไทน์ (4𝑛)𝑥 − 𝑝𝑦 = 𝑧2 
เมื ่อ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะคี ่ และ 𝑛 เป็นจำนวนเต็มบวก มีผลเฉลยจำนวนเต็มที ่ไม่เป็นลบ ดังน้ี  
{(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝)} = {(𝑘, 1, 2𝑛𝑘 − 1, 2𝑛𝑘+1 − 1)} ∪ {(0, 0, 0, 𝑝)}  
 และต่อมา Thongnak, Chuayjan and Kaewong ได้พิสูจน์ว่า (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) เป็นผล
เฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวของสมการไดโอแฟนไทน์ 7𝑥 − 5𝑦 = 𝑧2 (Thongnak 
et al., 2021), 15𝑥 − 13𝑦 = 𝑧2 (Thongnak et al., 2023a) และ 55𝑥 − 53𝑦 = 𝑧2 (Thongnak et 
al., 2023b) และในปี ค.ศ. 2023 Tadee and Laomalaw (2023) ได้ขยายผลงานวิจัยของ Thongnak, 
Chuayjan and Kaewong โดยการแสดงว่า ผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 
(𝑝 + 2)𝑥 − 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื ่อ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ และ  𝑝 ≡ 5(mod 24) มีเพียงผลเฉลยเดียว คือ 
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) และเมื ่อไม่นานมานี้ Tadee and Wannaphan (2024) ได้ศึกษาและค ้นพบ
เงื่อนไขที่ทำให้ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) เป็นผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียวของสมการ
ไดโอแฟนไทน์ (𝑝 + 𝑎)𝑥 − 𝑝𝑦 = 𝑧2 และ 𝑝𝑥 − (𝑝 + 𝑎)𝑦 = 𝑧2 เม ื ่อ 𝑎 เป ็นจำนวนเต ็มบวก               
และ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ  
 ในงานวิจัยน้ี ผู ้วิจัยสนใจที่จะขยายผลการวิจัยของ Thongnak, Chuayjan and Kaewong 
(2019) ซึ่งได้พิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 2𝑥 − 3𝑦 = 𝑧2 มีผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

เพียงสามผลเฉลย ได้แก่ (0, 0, 0), (1, 0, 1) และ (2, 1, 1) โดยผู้วิจัยจะศึกษาผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่
เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ของสมการไดโอแฟนไทน์ 
 
        (𝑝 − 1)𝑥 − 𝑝𝑦 = 𝑧2       (1) 
  
เมื่อ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ และ 𝑥, 𝑦, 𝑧 เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
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 และเน่ืองจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ ผู้วิจัยจึงแยกพิจารณาเป็น 3 กรณี ดังน้ี กรณีที่หน่ึง 𝑝 = 2 
(จะพิสูจน์ในทฤษฎีบท 2) กรณีที่สอง 𝑝 ≡ 1(mod 4) (จะพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3) และสุดท้ายกรณี              
ทีส่าม 𝑝 ≡ 3(mod 4) (จะพิสูจน์ในทฤษฎีบท 4) 
 
วิธีการวิจัย  
 ก่อนที ่จะดำเนินการว ิจ ัยจะขอทบทวนนิยามและสมบัต ิของ ส ่วนตกค ้างกำล ังสอง                
(Quadratic residue) (Burton, 2010, p. 171) ดังน้ี 
 
บทนิยาม 1 ให้  𝑝 เป ็นจำนวนเฉพาะค ี ่  และ gcd(𝑎, 𝑝) = 1 ถ้า 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) ม ีผลเฉลย                     
แล้วจะเรียก 𝑎 ว่า เป็นส่วนตกค้างกำลังสองของ 𝑝 และ ถ้า 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) ไม่มีผลเฉลย จะเรียก           
𝑎 ว่า ไม่เป็นส่วนตกค้างกำลังสองของ 𝑝 
 
ทฤษฎีบท 1 (Euler’s criterion) ให้ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะคี่ และ gcd(𝑎, 𝑝) = 1 จะได้ว่า 𝑎 เป็นส่วน
ตกค้างกำลังสองของ 𝑝 ก็ต่อเมื่อ 𝑎(𝑝−1)/2 ≡ 1(mod 𝑝) 
  
 ต่อไปจะศึกษาผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการ (1) 
ทฤษฎีบท 2 ถ้า 𝑝 = 2 แล้ว สมการ (1) มีผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(𝑡, 0, 0)} 
เมื่อ 𝑡 เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
พิสูจน์ ให้ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบและเป็นผลเฉลยของสมการ (1) และเน่ืองจาก 𝑝 = 2

จะได้ว่า 
          1 − 2𝑦 = 𝑧2       (2) 
และเนื่องจาก 𝑧2 ≥ 0 ดังนั้น 1 − 2𝑦 ≥ 0 เพราะฉะนั้น 𝑦 = 0 และจากสมการ (2) จะได้ว่า 𝑧2 = 0 
เพราะฉะน้ัน 𝑧 = 0 น่ันคือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(𝑡, 0, 0)} เมื่อ 𝑡 เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
 
ทฤษฎีบท 3 ให้ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ และ 𝑝 ≡ 1(mod 4) จะได้ว่า สมการ (1) มีผลเฉลยจำนวนเต็มที่
ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0)  
พิสูจน์ ให้ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบและเป็นผลเฉลยของสมการ (1)  
 กรณีที่ 1 𝑥 = 0 และจากสมการ (1) จะได้ว่า  
          1 − 𝑝𝑦 = 𝑧2       (3) 
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และเนื ่องจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ ดังนั ้น 𝑝 > 1 และจาก 𝑧2 ≥ 0 ดังนั ้น 1 − 𝑝𝑦 ≥ 0 จะได้ว่า 
𝑦 = 0 และจากสมการ (3) ดังน้ัน 𝑧2 = 0 เพราะฉะน้ัน 𝑧 = 0 น่ันคือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0)  
 กรณีท ี ่  2 𝑥 > 0 และเนื ่องจาก  𝑝 ≡ 1(mod 4) เพราะฉะนั ้น (𝑝 − 1)𝑥 ≡ 0(mod 4)               
และ 𝑝𝑦 ≡ 1(mod 4) ดังนั ้น (𝑝 − 1)𝑥 − 𝑝𝑦 ≡ 0 − 1 ≡ −1 ≡ 3(mod 4) และจากสมการ (1)         
จะได้ว่า 𝑧2 ≡ 3(mod 4) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เน่ืองจาก 𝑧2 ≡ 0, 1(mod 4) 
ดังนั้นจากกรณีที่ 1 และ 2 สรุปได้ว่า สมการ (1) มีผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว  
คือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0)  
 
ทฤษฎีบท 4 ให้ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ และ 𝑝 ≡ 3(mod 4) จะได้ว่า สมการ (1) มีผลเฉลยจำนวนเต็มที่
ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ดังน้ี 
1) ถ้า 𝑝 = 3 แล้ว (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(0, 0, 0), (1, 0, 1), (2, 1, 1)}  
2) ถ้า 𝑝 ≠ 3 แล้ว (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) และ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 0, √𝑝 − 2)  
เมื่อ √𝑝 − 2 เป็นจำนวนเต็ม 
พิสูจน์ ให้ 𝑥, 𝑦 และ 𝑧 เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบและเป็นผลเฉลยของสมการ (1)  
 กรณีที่ 1 𝑦 = 0 และจากสมการ (1) จะได้ว่า  
          (𝑝 − 1)𝑥 − 1 = 𝑧2       (4)
  กรณีที่ 1.1  𝑥 = 0 และจากสมการ (4) จะได้ว่า 𝑧2 = 0 ดังนั้น 𝑧 = 0 นั่นคือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(0, 0, 0) 
  กรณีที่ 1.2  𝑥 = 1 และจากสมการ (4) จะได้ว่า 𝑧2 = 𝑝 − 2 ดังนั้น 𝑧 = √𝑝 − 2 นั่นคือ 
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 0, √𝑝 − 2) เมื่อ √𝑝 − 2 เป็นจำนวนเต็ม 
  กรณีที่ 1.3  𝑥 ≥ 2 และเนื ่องจาก 𝑝 ≡ 3(mod 4) ดังนั ้น (𝑝 − 1)𝑥 ≡ 2𝑥 ≡ 0(mod 4)

และจากสมการ (4) จะได้ว่า 𝑧2 ≡ 0 − 1 ≡ 3(mod 4) ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เพราะ 𝑧2 ≡ 0, 1(mod 4) 
 กรณ ี ท ี ่  2 𝑦 ≥ 1 เ พ ร า ะ ฉ ะ น ั ้ น  𝑝𝑦 ≡ 0(mod 𝑝) แล ะ จ า ก ส ม ก า ร  (1) จ ะ ไ ด ้ ว่ า                  
(𝑝 − 1)𝑥 ≡ 𝑧2(mod 𝑝) ดังนั ้น (𝑝 − 1)𝑥 เป็นส่วนตกค้างกำลังสองของ 𝑝 และจากทฤษฎีบท 1             
จะได้ว่า  
      ((𝑝 − 1)𝑥)(𝑝−1)/2 ≡ 1(mod 𝑝)  
       ((𝑝 − 1)(𝑝−1)/2)

𝑥
≡ 1(mod 𝑝) 

      ((−1)(𝑝−1)/2)
𝑥

≡ 1(mod 𝑝) 
และเนื ่องจาก 𝑝 ≡ 3(mod 4) จะได้ว่า มีจำนวนเต็มที ่ไม่เป็นลบ ℎ ซึ่งทำให้ 𝑝 = 4ℎ + 3 ดังน้ัน 
(𝑝 − 1)/2 = 2ℎ + 1 เพราะฉะน้ัน (𝑝 − 1)/2 เป็นจำนวนคี่ จะได้ว่า (−1)(𝑝−1)/2 ≡ −1(mod 𝑝) 
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ดังนั้น (−1)𝑥 ≡ 1(mod 𝑝) นั่นคือ 𝑥 เป็นจำนวนคู่ จะมีจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑘 ซึ่งทำให้ 𝑥 = 2𝑘 
และจากสมการ (1) จะได้ว่า 
        (𝑝 − 1)2𝑘 − 𝑧2 = 𝑝𝑦 
 [(𝑝 − 1)𝑘 − 𝑧][(𝑝 − 1)𝑘 + 𝑧] = 𝑝𝑦 
และเน่ืองจาก 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ ดังน้ันจะมีจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑢 ซึ่งทำให้ 
        (𝑝 − 1)𝑘 − 𝑧 = 𝑝𝑢        (5) 
        (𝑝 − 1)𝑘 + 𝑧 = 𝑝𝑦−𝑢      (6) 
จากสมการ (5) และ (6) จะได้ว่า 𝑦 − 𝑢 ≥ 𝑢 หรือ 𝑦 ≥ 2𝑢 
และ  
 2(𝑝 − 1)𝑘 = 𝑝𝑦−𝑢 + 𝑝𝑢 = 𝑝𝑢(𝑝𝑦−2𝑢 + 1)     (7) 
และจาก 𝑝 ≡ 3(mod 4) จะได้ว่า gcd(𝑝, 2) = 1 และเนื่องจาก gcd(𝑝, 𝑝 − 1) = 1 เพราะฉะน้ัน 
gcd(𝑝, 2(𝑝 − 1)𝑘) = 1 ดังน้ัน 𝑝 ∤ 2(𝑝 − 1)𝑘 เพราะฉะน้ันจากสมการ (7) จะได้ว่า 𝑢 = 0 และ  
        2(𝑝 − 1)𝑘 = 𝑝𝑦 + 1       (8) 
 
จากสมการ (8) จะได้ว่า  

2(−1)𝑘 ≡ 1 (mod 𝑝) 
สมมติว่า 𝑘 เป็นจำนวนคู่ ดังนั้น 2 ≡ 1 (mod 𝑝) เพราะฉะนั้น 𝑝|1 ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 𝑝 เป็น
จำนวนเฉพาะ ดังนั้น 𝑘 เป็นจำนวนคี่ จะได้ว่า −2 ≡ 1 (mod 𝑝) เพราะฉะนั้น 𝑝|3 และจาก 𝑝 เป็น
จำนวนเฉพาะ ดังน้ัน 𝑝 = 3 และจากสมการ (8) จะได้ว่า 
         2𝑘+1 = 3𝑦 + 1        (9) 
และเนื ่องจาก 𝑘 เป็นจำนวนคี่ ดังนั ้นจะมีจำนวนเต็มที ่ไม่เป็นลบ 𝑙 ซึ ่งทำให้ 𝑘 = 2𝑙 + 1 และจาก
สมการ (9) จะได้ว่า  
          22𝑙+2 − 1 = 3𝑦 
      (2𝑙+1 − 1)(2𝑙+1 + 1) = 3𝑦 
และเน่ืองจาก 3 เป็นจำนวนเฉพาะ ดังน้ันจะมีจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 𝑣 ซึ่งทำให้ 
         2𝑙+1 − 1 = 3𝑣        (10) 
         2𝑙+1 + 1 = 3𝑦−𝑣       (11) 
จากสมการ (10) และ (11) จะได้ว่า 𝑦 − 𝑣 ≥ 𝑣 หรือ 𝑦 ≥ 2𝑣 
และ 2𝑙+2 = 3𝑦−𝑣 + 3𝑣 = 3𝑣(3𝑦−2𝑣 + 1) 
เพราะฉะน้ัน 𝑣 = 0 และ  
         2𝑙+2 = 3𝑦 + 1       (12) 
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จากสมการ (9) และ (12) จะได้ว่า 𝑙 + 2 =  𝑘 + 1 = 2𝑙 + 2 ดังนั้น 𝑙 = 0 และ 𝑦 = 1 เพราะฉะน้ัน 
𝑘 = 1 และ 𝑥 = 2 และจากสมการ (1) จะได้ว่า 𝑧 = 1 น่ันคือ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2, 1, 1) เมื่อ 𝑝 = 3 
ดังน้ันจากกรณีที่ 1 และ 2 สรุปได้ว่า 
1) ถ้า 𝑝 = 3 แล้ว (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ {(0, 0, 0), (1, 0, 1), (2, 1, 1)}  
2) ถ้า 𝑝 ≠ 3 แล้ว (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) และ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 0, √𝑝 − 2)  
เมื่อ √𝑝 − 2 เป็นจำนวนเต็ม 
 
สรุปผลการวิจัย  
 จากการพิสูจน์ทฤษฎีบท 2 – 4 ทำให้ทราบผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ทั้งหมด
ของสมการไดโอแฟนไทน์ (𝑝 − 1)𝑥 − 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื ่อ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ ซึ ่งในการพิส ูจน์ได้ใช้
ความรู้พื้นฐานทางทฤษฎีจำนวน เช่น สมภาคและส่วนตกค้างกำลังสอง เป็นต้น และสิ่งที่น่าสนใจใน
การศึกษาครั้งต่อไป คือ การพิจารณาหาผลเฉลยจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบของสมการไดโอแฟนไทน์ 
(𝑝 − 𝑎)𝑥 − 𝑝𝑦 = 𝑧2 เมื่อ 𝑝 เป็นจำนวนเฉพาะ และ 𝑎 เป็นจำนวนเต็มบวก    
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