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บทคัดย่อ 

 บทความน้ีเป็นการแนะน ากระบวนการใชท้ฤษฎีภาวะเอกฐานและภาวะเอกฐานเชิงพลวตั ในการวิเคราะห์
พฤติกรรมทั่วไปของระบบต่าง ๆ ท่ีมีความซับซ้อนมาก ๆ เพ่ือท านายว่าจะเกิดพฤติกรรมแบบใดได้บ้าง 
การวิเคราะห์พฤติกรรมระบบแบบน้ีเป็นแพร่หลายในอุตสาหกรรมวิศวกรรมสมยัใหม่ และงานวิจยั  การวิเคราะห์
แบบน้ีท าให้เห็นภาพรวมของระบบทั้งหมดก่อนท่ีจะด าเนินการทดลองจริง เป็นวิธีการท่ีปลอดภยัและลดตน้ทุน 
ในการท าการทดลอง และป้องกนัอุบติัเหตุต่าง ๆ ไดด้ว้ย ตวัอย่างเช่น การระเบิดของเตาปฏิกรณ์เม่ือตวัแปรตวัใด 
ตวัหน่ึงเกินค่าท่ีรับได้ ซ่ึงหากกองทพัอากาศน าไปใช้แลว้น่าจะเกิดประโยชน์อนัสูงสุด ไม่ว่าจะน าไปสู่วิจัย 
เร่ืองดินขบั วตัถุระเบิด ปีกเคร่ืองบิน และโครงสร้างเคร่ืองบิน ดว้ยเหตุท่ีตน้ทุนต ่ากวา่การวิจยัวิธีอ่ืน ๆ  
 
ค าส าคัญ : ทฤษฎีภาวะเอกฐาน   ทฤษฎีภาวะเอกฐานเชิงพลวตั 
 

Abstract 

The purpose of this article is to demonstrate the process of using Singularity theory and dynamic 
singularities to investigate the generic solution behaviour of dynamical systems. The idea of this technique is 
used to predict all possible solution behavior. It is widely used in many fields such as industry,  engineering and 
research fields. This technique provides the overview solution behavior before doing real experiment. It is safer 
and less expensive for experimenters. Therefore, this method will be very useful for future research in Royal 
Thai Air Force. It can be used in many of RTAF research fields such as rocket fuel, explosive, airplane wing, 
airplane frame.  
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1. บทน า 
 บทความ น้ี เ ป็นการแนะน ากระบวนการทาง
คณิตศาสตร์ท่ีใชใ้นการวิเคราะห์หาพฤติกรรมพ้ืนฐานท่ี
เป็นไปได้ทั้ งหมดของระบบต่าง ๆ กระบวนการน้ี 
เรียกวา่ กระบวนการใชท้ฤษฎีภาวะเอกฐาน (Singularity 
Theroty) และภาวะเอกฐานเชิงพลวตั (Dynamics 
Singularitues) กระบวนการใชส้องทฤษฎีน้ีแมจ้ะมีการ
เร่ิมใชม้าเพียงประมาณ 30 ปี แต่ไดมี้การพฒันาท่ีกา้ว
กระโดดและกวา้งขวางมากข้ึนอยา่งรวดเร็ว  
 กระบวนการใช้สองทฤษฎี น้ีได้น ามาใช้อย่าง
แพร่หลายมากข้ึน หลงัจากท่ีนักคณิตศาสตร์ชาวรัสเซีย
ช่ือ Golubitsky & Schaeffer [1] โดยไดน้ าวิธีการน้ีมาใช้
ในการวิ เ ค ร าะ ห์พฤ ติกรรมของถังป ฏิกร ณ์ เ ค มี 
(Continuous stirred-tank reactor : CSTR) ในการ
วเิคราะห์ไดพ้ิจารณาถึงอุณหภูมิภายในของเตาปฏิกรณ์ท่ี
เปล่ียนแปลงและปริมาณสารต่าง ๆ ท่ีเปล่ียนแปลงไป 
เม่ือมีการเปล่ียนแปลงส่วนผสมต่าง ๆ ขนาดของถัง 
อตัราการหมุนของถงั  
 หลงัจากนั้น Balakotaiah & Luss [2] ไดน้ าวิธีการน้ี
ไปเพ่ิมเติมพฒันาให้ครอบคลุมมากข้ึน และไดน้ าไปใช้
วิเคราะห์ระบบต่าง ๆ มากมายทั้งระบบท่ีเก่ียวขอ้งกับ
ปฏิกิริยาเคมีและระบบท่ีเก่ียวขอ้งกับปฏิกิริยาชีวภาพ  
ท าให้กระบวนการน้ีเกิดความแพร่หลายมากข้ึนทั้ งใน
วงการวศิวกรรมศาสตร์และคณิตศาสตร์ประยกุต ์ 
 อนัดับแรกจะกล่าวถึงทฤษฎีเอกฐาน ภาวะเอกฐาน 
ในเง่ือนไขแต่ละชนิด เพื่อเป็นการสร้างความเขา้ใจ และ
การน าไปใชใ้นการวิเคราะห์พฤติกรรมท่ีเปล่ียนไปของ
ระบบ จากนั้นจะอธิบายทฤษฎีภาวะเอกฐานเชิงพลวตั
ต่อไป 
 ทฤษฎภีาวะเอกฐาน และตวัแปรชนิดต่าง ๆ 
 หลกัการใชท้ฤษฎีภาวะเอกฐาน อนัดบัแรกตอ้ง
สร้างฟังกช์นัภาวะเอกฐานข้ึนมาก่อน โดยการรวมระบบ
สมการต่าง ๆ เขา้ไวเ้ป็นสมการเดียวดงัตวัอยา่งดา้นล่าง 
 

                 (1) 
 

 ในสมการท่ี (1) น้ีจะให ้ฟังกช์นัภาวะเอกฐาน เท่ากบั 
0 และมีตวัแปรต่าง ๆ ดงัน้ี x คือตวัแปรระบบ (State 
Variable) คือ ตวัแปรท่ีตอ้งการศึกษาในการเปล่ียนแปลง
ของระบบต่าง ๆ เช่น อุณหภูมิ ปริมาณสาร ปริมาณกรด 
ฯลฯ ตวัแปรต่อไปคือตวัแปรหลกั  (Primary Variable) 
คือตวัแปรท่ีควบคุมไดง่้ายในการเปล่ียนแปลงแต่ละคร้ัง 
ส่วนตวัแปรตวัสุดทา้ยนั้นคือ P ซ่ึงเรียกว่าตวัแปรรอง 
(Secondary Variable) สามารถมีมากกวา่หน่ึงตวัได ้ เป็น
ตวัแปรท่ีน ามาศึกษาวา่ถา้หากเปล่ียนค่าของตวัแปรชนิด
น้ีแลว้พฤติกรรมของระบบท่ีสภาวะคงท่ี (Steady-State 
Solution) ซ่ึงเป็นพฤติกรรมของระบบท่ีสภาวะคงท่ี คือ
การปล่อยใหมี้การเปล่ียนแปลงไปเร่ือย ๆ จนระบบหยดุ
การเปล่ียนแปลงเอง เพ่ือดูว่าระบบจะเปล่ียนไปใน
รูปแบบใด  
 ก า รป ร ะ ยุ กต์ท ฤษ ฎี ข อง ภ า ว ะ เ อกฐ าน และ           
ภาวะเอกฐานเชิงพลวตัจะน าตัวแปรรองมาวาดเป็น          
กราฟต่าง ๆ ท่ีส าคญัในการวิเคราะห์ลกัษณะมี 2 แบบ 
คือ  
 แบบท่ี 1 กราฟของตวัแปร (Parameter Plane) เป็น
กราฟท่ีน าเง่ือนไขต่าง ๆ ของทฤษฎีภาวะเอกฐาน และ
ภาวะเอกฐานเชิงพลวตัมาวาดรวมกัน กราฟชนิดน้ี
เปรียบไดก้บัแผนท่ีของระบบทั้งหมด  เหมือนเปล่ียน
ค่าตัวแปรจากจุดหน่ึงใน Parameter Plane จะได้
พฤติกรรมระบบแบบหน่ึง แต่เม่ือเปล่ียนค่าของตวัแปร
ไปยงัพ้ืนท่ีอ่ืน พฤติกรรมระบบก็จะเปล่ียนไป กราฟ
ชนิดน้ีเปรียบเสมือนแผนท่ีแสดงส่ิงท่ีจะเกิดข้ึนได้
ทั้งหมดในแต่ละระบบ ซ่ึงจะช่วยให้สามารถคาดเดาการ
เกิดเหตุการณ์ได ้
 แบบท่ี 2  กราฟของพฤติกรรมระบบท่ีสภาวะคงท่ี 
(Steady-State Solution) เป็นกราฟของระบบท่ีสภาวะ
คงท่ี คือ การปล่อยใหร้ะบบมีการเปล่ียนแปลงไปเร่ือย ๆ
จนหยดุการเปล่ียนแปลงเอง  
 เง่ือนไขของทฤษฎีภาวะเอกฐาน ชนิดต่าง ๆ นั้น
จะอธิบายในส่วนต่อไป ตามด้วยเง่ือนไขต่าง ๆ ของ 
ภาวะเอกฐานเชิงพลวตั  
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1) Isola Singularity 
 เง่ือนไขน้ีเรียกว่า Isola Singularity เหตุผลท่ีช่ือน้ี
เพร าะว่ าพฤ ติกรรมในสภาวะคง ท่ี  (Steady-State 
Solution) จะมีลักษณะเปล่ียนท่ีมีการแยกตัวเป็น 
สองส่วน เง่ือนไขของ Isola Singularity นั้นอยูใ่นสมการ
ท่ี (2)  

 
 

 
 (2) 

 ในการวิเคราะห์พฤติกรรมของระบบนั้ น จะใช้
เ ง่ื อนไข น้ีว าด เส้นกราฟในระนาบพารา มิ เตอ ร์  
(Parameter Plane) หรือแผนท่ี จากนั้นเลือกค่าตวัแปร
รองในระนาบพารามิเตอร์  (Parameter Plane)   เพื่อมา
วาดกราฟของระบบ ท่ีสภาวะค ง ท่ี  (Steady-State 
Solution) โดยใชค้่าของตวัแปรรองด้านหน่ึงของเส้น 
Isola Singularity จะไดก้ราฟของระบบในสภาวะคงท่ี 
กราฟใดกราฟหน่ึงในตวัอยา่งดา้นล่าง ดงัรูปท่ี 1 จากนั้น
เม่ือเลือกตัวแปรรองอีกด้านหน่ึงของเส้นกราฟ Isola 
Singularity กราฟของระบบในสภาวะคงท่ี จะเปล่ียนไป
อีกดา้นหน่ึงในสองกราฟ ดงัรูปท่ี 1  

รูปที ่1 ตวัอยา่งของพฤติกรรมระบบท่ีสภาวะคงท่ี  
(Steady-State Solution) เม่ือมีการขา้มเสน้ Isola 

Singularity ในกราฟแผนท่ีตวัแปรรอง             
(Parameter  Plane) 

 
2) Cusp singularity 
 เง่ือนไขของ Cusp singularity นั้นแสดงอยูใ่น
สมการท่ี (3) 

 
 

                              (3) 

 โดยเง่ือนไขน้ี จะใชใ้นการตรวจหาพฤติกรรมของ
ระบบท่ีสภาวะคงท่ี เม่ือกราฟขา้มเส้น ภาวะเอกฐาน 
ชนิดน้ีจะมีการเปล่ียนลกัษณะโดยการหักงอ้เพ่ิมข้ึนหรือ
ลดลง เพราะฉะนั้ นระบบท่ีสภาวะคงท่ีจะมี จุดวิกฤต 
(Limit Point) หรือจุดวกกลบัเพ่ิมหรือลดจากเดิม (ข้ึนอยู่
กับทิศทางท่ีข้ามเส้นกราฟในระนาบพารามิเตอร์ )        
ดงัรูปท่ี 2 
 

รูปที่ 2 ตัวอย่างของพฤติกรรมระบบท่ีสภาวะคงท่ี 
(Steady-State Solution) เ ม่ือมีการข้ามเส้น Cusp 
Singularity ในกราฟแผนท่ีตัวแปรรอง (Parameter 
Plane) 
 
3) Double-limit point singularity 
 เง่ือนไขของ ภาวะเอกฐาน ชนิดน้ีแสดงอยูใ่นสมการ
ท่ี (4)  

 
(4) 

 โดยเ ง่ือนไขของภาวะเอกฐานชนิดน้ี เ ม่ือวาด
เส้นกราฟในระนาบพารามิเตอร์ จะสามารถใชใ้นการ
คน้หาพฤติกรรมของระบบท่ีสภาวะคงท่ี ท่ีมีจุดวกกลบั
เกิดข้ึนพร้อมกัน 2 จุดท่ี ค่าตัวแปรหลักตวัเดียวกัน          
ดงัตวัอย่างดงัรูปท่ี 3 รูปกลาง (กราฟด้านซ้ายมือและ
ขวามือเป็นพฤติกรรมของระบบก่อนและหลงั Double-
Limit Point Singularity) 
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รูปที ่3 ตวัอยา่งของพฤติกรรมระบบท่ีสภาวะคงท่ี 

(Steady-State Solution) เม่ือมีการขา้มเสน้ Double-Limit 
Point ภาวะเอกฐาน ในกราฟแผนท่ีตวัแปรรอง 

(Parameter Plane) 
 
4) Quadratic fold point singularity 
 เง่ือนไขชนิดน้ีเป็นการหาจุดท่ีเช่ือมกนัของพ้ืนท่ีใน
ระนาบพารามิเตอร์ ท่ีเสน้ของ Cusp Singularity Line ตดั
กบัเส้น Double-Limit Point Singularity และเง่ือนไข
ของ ภาวะเอกฐาน ชนิดน้ีอยูใ่นสมการท่ี (5)  

 
 

(5) 
 ในบางระบบนั้น พบวา่การหาเสน้ของ Double-Limit 
Point Singularity ในระนาบพารามิเตอร์ นั้นมีความยาก 
แต่สามารถใช้ Quadratic Fold Point Singularity           
มาตรวจสอบก่อนว่า Double-Limit Point Singularity 
นั้ นสามารถเกิดข้ึนได้ในระบบหรือไม่ เพราะหาก 
Double-Limit Point Singularity สามารถเกิดข้ึนไดแ้ลว้ 
เง่ือนไขของ Quadratic Fold Point Singularity ในสมการ 
(5) นั้นจะตอ้งเป็นจริง ในพ้ืนท่ีของในกราฟ Parameter 
Plane ท่ีสนใจได ้
 
5) Boundary limit set singularity 
 เง่ือนไขของภาวะเอกฐาน ชนิดน้ี ตามสมการท่ี (6) 
ใช้หาพฤติกรรมของระบบท่ีจะเกิดจุดวกกลับใหม่ 
(Limit Point) ท่ีขอบเขตของตัวแปรหลัก (Primary 
Variable) ท่ีมีค่าเท่ากบั 0 และ  ดงัรูปท่ี 4  สองรูป
ซ้ายมือแสดงตัวอย่างของการเกิดจุดวกกลับท่ีตวัแปร

หลกัเท่ากบั 0 และ สองรูปขวามือแสดงตวัอยา่งของการ
เกิดจุดวกกลบัเพ่ิมข้ึนท่ีตวัแปรหลกัเท่ากบั  

 
(6) 

 

รูปที ่4 ตวัอยา่งของพฤติกรรมระบบท่ีสภาวะคงท่ี 
(Steady-State Solution) เม่ือมีการขา้มเสน้ Boundary 

Limit Set Singularity ในกราฟแผนท่ีตวัแปรรอง 
(Parameter Plane) 

 
 ในทฤษฏีภาวะเอกฐาน นั้นไม่ไดมี้แค่เง่ือนไขทั้ง 5 ท่ี
น ามาแสดงในหัวข้อน้ี แต่หากมีเ ง่ือนไขอ่ืน ๆ อีก
มากมาย หากแต่วา่ Golubitsky & Schaeffer [1] และ 
Balakotaiah & Luss [2] วิเคราะห์แลว้วา่ เง่ือนไขทั้ง 5 
ชนิดน้ีมีความส าคญัท่ีสุดในการศึกษาพฤติกรรมระบบ
และพบได้บ่อย หัวขอ้ต่อไปจะอธิบาย เง่ือนไขต่าง ๆ 
ของทฤษฎี ภาวะเอกฐานเชิงพลวตั 
 
 ทฤษฎ ีภาวะเอกฐานเชิงพลวตั 
 ในหวัขอ้ท่ีแลว้ท าใหท้ราบวา่ทฤษฎีภาวะเอกฐาน มี
เง่ือนไขการใชภ้าวะเอกฐานฟังก์ชนัในสมการท่ี 1 มาคิด 
แต่ในหัวข้อน้ี จะไม่น าสมการของระบบทั้ งหมดมา
รวมกนัเป็นสมการเด่ียวเหมือนในหัวขอ้ท่ีแลว้ แต่จะน า
สมการทั้งหมดมาหาเมทริกซ์จาโคเบียน (Jacobian) ของ
ระบบ โดยการใช้เมทริกซ์จาโคเบียนน้ีจะสามารถใช้ดี
เทอมิเนนท์ (Det) และเทรส (Trace) มาตรวจสอบว่า
พฤติกรรมของระบบท่ีสภาวะคงท่ี นั้นมีการแกว่งของ 
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ตวัแปรระบบ (State Variable) หรือไม่ โดยเมทริกซ์     
จาโคเบียน นั้นแสดงในสมการท่ี (7) 

 
(7) 

ทั้งน้ีเง่ือนไขภาวะเอกฐานเชิงพลวตัมี 4 แบบ ไดแ้ก่ 
1) Hopf bifurcation 
 เง่ือนไขของภาวะเอกฐานเชิงพลวตั ตวัแรกนั้นคือ 
Hopf Bifurcation เง่ือนไขน้ี หากเป็นจริงในขอบเขต   
ตวัแปรรองท่ีสนใจหรือในพ้ืนท่ีของ ระนาบตวัแปรรอง 
แลว้นั้น แสดงวา่พฤติกรรมของระบบท่ีสภาวะคงท่ีนั้น  
มีการแกว่งตวัไปมา โดยเง่ือนไขของภาวะเอกฐานเชิง
พลวตั ชนิดน้ีนั้นแสดงอยูใ่นสมการท่ี (7) และ (8) ส่วน
ตวัอย่างของกราฟของระบบท่ีสภาวะคงท่ี นั้นแสดงอยู่
ดงัรูปท่ี 5  

 

 
(8) 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่5 ตวัอยา่งของพฤติกรรมระบบท่ีสภาวะคงท่ี 
(Steady-State Solution) เม่ือมีการขา้มเสน้ Hopf 

Bifurcation ในกราฟแผนท่ีตวัแปรรอง             
(Parameter Plane) 

 จากรูปท่ี 5 กราฟเดิมท่ีนั้นเป็นเส้นโคง้เส้นเด่ียว 
แต่ถา้เง่ือนไขในสมการท่ี (8) เป็นจริงแลว้ จะมีจุด Hopf 
เกิดข้ึน จุด Hopf น้ีคือจุดท่ี พฤติกรรมของระบบเร่ิม
แกวง่ตวัข้ึนลงไม่คงท่ี  
 
 

2) Double Hopf Bifurcation 
 เง่ือนไขต่อมานั้นคือเง่ือนไขท่ีหาค่าของตวัแปรรอง
ในระนาบพารามิเตอร์ ท่ีท าให้พฤติกรรมของระบบท่ี
สภาวะคงท่ีมีจุดท่ี Hopf สองจุดแยกออกจากกนั หรือ   
มาบรรจบ โดยเง่ือนไขนั้นแสดงอยูใ่นสมการท่ี (9) และ
รูปท่ี 6 ดา้นล่าง 

 

 
           (9) 

 
รูปที่ 6 ตัวอย่างของพฤติกรรมระบบท่ีสภาวะคงท่ี 
(Steady-State Solution) เม่ือมีการขา้มเส้น Double Hopf 
Bifurcation ในกราฟแผนท่ีตัวแปรรอง (Parameter 
Plane) 
 
3) Bautin bifucation 
 เง่ือนไขท่ี 3 น้ีนั้น ใช้ในการหาค่าตวัแปรรองใน 
ระนาบตวัแปรรอง ท่ีท าใหพ้ฤติกรรมของระบบท่ีสภาวะ
คงท่ีนั้นมีการเปล่ียนแปลงจาก Supercritical Hopf Point 
มาเป็น Subcritical Hopf Point หรือในทางกลบักนัโดย 
 Supercritical Hopf Point หรือ Stable Hopf Point นั้น
เป็นจุด Hopf ท่ีมีการแกวง่ตวัของพฤติกรรมของระบบท่ี
มีเสถียร นั้นหมายความว่า ถา้ตั้ งค่าตวัแปรทุกตวัให้
พฤติกรรมของระบบมีการแกวง่ตวันั้น มนัจะแกวง่ตวัไป
เร่ือย ๆ ไม่หยุด เพราะว่ามนัมีความเสถียร ดงัในกราฟ 
ซา้ยมือ ดงัรูปท่ี 7 
 Subcritical Hopf Point หรือ Unstable Hopf Point 
นั้นเป็นจุด Hopf ท่ีขาดความเสถียร นั้นหมายความว่า
พฤติกรรมของระบบอาจจะมีการแกวง่ข้ึนลงบา้ง แต่ถา้
ปล่อยเวลาไปนาน ๆ ระบบจะค่อย ๆ น่ิงและคงท่ีในสุด 
ดงัในกราฟขวามือ ดงัรูปท่ี 7 
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รูปที ่7 ตวัอยา่งของพฤติกรรมระบบท่ีสภาวะคงท่ี 
(Steady-State Solution) เม่ือมีการขา้มเสน้ Bautin 

Bifurcation ในกราฟแผนท่ีตวัแปรรอง             
(Parameter Plane) 

 
4) Double-zero Eigenvalue (DZE) 
 เง่ือนไขสุดทา้ยน้ีคือเง่ือนไขท่ี Hopf Point  นั้นแยก
ออกหรือมาบรรจบกลับจุดวกกลับ  (Limit Point) 
เพราะฉะนั้น เง่ือนไขน้ีจะเป็นตวับ่งช้ีว่าจุด Hopf นั้น
จะตอ้งเพ่ิมข้ึน 1 จุดหรือลดลง 1 จุดทุก ๆ คร้ังท่ีขา้มเส้น
เง่ือนไขชนิดน้ีใน Parameter Plane และเง่ือนไขชนิดน้ี 
แสดงอยูใ่นสมการท่ี (10) 

 

 
(10) 

 ในหัวขอ้น้ีได้แนะน า ภาวะเอกฐานเชิงพลวตั ท่ี
ส าคญั ๆ ไปแลว้ 4 ชนิด ในหัวขอ้ต่อไปจะใชเ้ง่ือนไข 
ทั้ง 5 ของทฤษฎี ภาวะเอกฐาน และอีก 4 ชนิดของ ภาวะ   
เอกฐานเชิงพลวตั มาวาดเส้นกราฟต่าง ๆ บนกราฟ 
Parameter Plane เพ่ือแบ่งพ้ืนท่ีของกราฟเป็นส่วน ๆ  
โดยแต่ละช่องนั้นจะมีพฤติกรรมของระบบท่ีสภาวะคงท่ี
ต่างกนั 
 
 
 

ตวัอย่างการวเิคราะห์ระบบ 
 ในหัวข้อน้ีจะด าเนินการใช้ทฤษฎีทั้ งสองมาหา
ค าตอบของสมการหรือพฤติกรรมของระบบท่ีสภาวะ
คงท่ี (Steady-State Solution) โดยตวัอยา่งท่ีน ามาแสดง
ให้ดูนั้น เป็นโมเดลคณิตศาสตร์ในบทความท่ีไดรั้บการ
พฒันาโดย Nelson et. al [3] โดยโมเดลน้ีเป็นการจ าลอง
ปฏิกิริยาเคมีและปฏิกิริยาชีวะภาพในกองขยะชีวะมวล 
ซ่ึงกระบวนการมีความซ ้ าซ้อนมาก โดยสามารถดู
รายละเอียดเพ่ิมเติมได้ท่ี Luangwilai et. al. [4], 
Luangwilai et. al. [2010B] และ Luangwilai et. al. [5]  
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่8 กราฟแผนท่ีตวัแปรรอง (Parameter Plane) 
ส าหรับกรณีศึกษาน้ี โดยก าหนดให ้กราฟสีด าเป็นกราฟ
ของ Cusp Singularity กราฟสีน ้ าเงินเป็นกราฟของ 

Double Hopf Bifurcation  กราฟสีเขียวเป็นกราฟ Bautin 
Bifurcation และกราฟสีแดงเป็นกราฟของ Double-Zero 

Eigenvalues (DZE) 
 
 หลงัจากท่ีใช้เง่ือนไขทั้ งหมดจากทั้ งสองทฤษฎีมา
วาดกราฟตวัแปรรอง (Parameter Plane) พบวา่เง่ือนไข 
ท่ีไม่สามรถเกิดข้ึนได้ในกรณีน้ีคือ Isola Singularity, 
Double-Limit Point Singularity และ Boundary Limit 
Set Singularity ส่วนเง่ือนไขอ่ืน ๆ นั้นแสดงอยูใ่นกราฟ
รูปท่ี 8 โดยเง่ือนไขเหล่านั้นไดแ้บ่งพ้ืนท่ีของกราฟรูปท่ี 
8 ออกเป็นพ้ืนท่ียอ่ย ๆ ทั้งหมด 7 พ้ืนท่ี โดยตั้งช่ือพ้ืนท่ี
เหล่าน้ีเป็น A - G โดยถา้หากเลือกค่าของตวัแปรใน    
แต่ละพ้ืนท่ีในกราฟของตัวแปรรองน้ี  จะได้กราฟ
พฤติกรรมท่ีสภาวะคงท่ี  (Steady-State Solution)           
ท่ีแตกต่างกันไป ดังรูปท่ี  9 โดยรายละเอียดของ



ปีที ่13 ฉบบัที ่13 พฤศจกิายน 2560  139 
 

พฤติกรรมเหล่าน้ี ในแต่ละพ้ืนท่ีสามารถอ่านเพ่ิมเติม 
ไดท่ี้ Luangwilai et. al. [5] 

รูปที ่9 กราฟของพฤติกรรมระบบท่ีสภาวะคงท่ี ของแต่
ละพ้ืนท่ีของกราฟตวัแปรรอง (Parameter) โดยแสดงค่า
ของตวัแปร  และ  ในพ้ืนท่ี A - G ของกราฟในรูป 8 
 

สรุป 
 ในบทความน้ีได้แนะน าวิ ธีการใช้ทฤษฎีภาวะ       
เอกฐาน และภาวะเอกฐานเชิงพลวตั มาเป็นเคร่ืองมือ
วิเคราะห์พฤติกรรมของระบบ โดยวิธีการน้ีจะช่วยให้
เห็นภาพรวมของระบบต่าง ๆ วา่สามารถมีเหตุการณ์ใด
เกิดข้ึนไดบ้า้ง หรือว่าเม่ือเกิดเหตุการณ์หน่ึง สามารถมี
อะไรเกิดตามมาได้บา้ง หรือว่าวิธีแกต้อ้งเปล่ียนแปลง
ค่าตัวแปรตัวใด หวังว่าส่ิงเหล่าน้ีจะเป็นประโยชน์ 

ต่อกองทพัอากาศโดยการประยกุตไ์ปใชก้บัระบบต่าง ๆ 
ท่ีกองทพัอากาศท างานวิจัยอยู่ อย่างเช่น การออกแบบ
ของปีกเคร่ืองบิน ดินปืน ดินขบัจรวด 
 การออกแบบปีกเคร่ืองบินนั้น การท่ีปีกเคร่ืองบินสั่น
แบบไม่หยุด (Oscillatory Behaviour) นั้นเป็นส่ิงท่ีไม่
ตอ้งการอย่างยิ่งเพราะจะท าให้ปีกเคร่ืองบินเสียหายได ้
ดังนั้นการศึกษาโมเดลของปีกเคร่ืองบินด้วยวิธีการน้ี   
จะช่วยให้ป้องกันส่ิงเหล่าน้ีได้หรือกรณีศึกษาเก่ียวกับ
การเผาไหม้ของเช้ือเพลิงเคร่ืองบินและทรัสต์ท่ีได้
ออกมาจากการเผาไหม้ สามารถใช้วิธีการเหล่าน้ีเพ่ือ
ประยุกต์ใช้ได้พลงังานสูงสุดด้วยเช้ือเพลิงท่ีน้อยท่ีสุด 
กล่าวคือสามารถประยุกต์ใช้ทฤษฎีเหล่าน้ีกับงานวิจัย
ต่าง ๆ ของกองทพัอากาศไดง่้าย ซ่ึงจะเป็นการใหผ้ลท่ีสูง
ด้วยต้นทุนท่ีต ่ า  เพราะว่าจะลดต้นทุนในการท าการ
ทดลองจริงลงไปได ้ 
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