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  บทคดัย่อ  

 บทความน้ีผูเ้ขียนตอ้งการนาํเสนอการคาํนวณหาดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด n n×  ดว้ยวิธีลดรูป

ของคิออส (Chio’s condensation method) และวิธีลดรูปของดอดจ์สัน (Dodgson’s condensation method) โดยอธิบาย

การใชท้ฤษฎีทั้งสองดว้ยการแสดงวิธีทาํในตวัอยา่งเดียวกนั ซ่ึงวิธีการลดรูปของคิออส  เป็นการลดรูปดีเทอร์มิแนนตข์อง

เมทริกซ์ใหเ้ป็นขนาด ( ) ( )1 1n n− × −  โดยท่ีสมาชิกของเมทริกซ์แต่ละตวัจะคาํนวณไดจ้ากดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ยอ่ย

ขนาด 2 2×  สามารถกระทาํซํ้ าได้เร่ือยไป เม่ือ 11 0a ≠  แต่สาํหรับวิธีการลดรูปของดอดจ์สัน เป็นการลดรูปจาก

ดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ขนาด n n×  ให้เป็นดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ขนาด 2 2×  และสมาชิกของเมทริกซ์

แต่ละตวัมีขนาด  ( ) ( )1 1n n− × −  โดยที่ค่าของดีเทอร์มิแนนตข์นาด ( ) ( )2 2n n− × −  ซ่ึงมีสมาชิกเป็น Interior 

determinant ของเมทริกซ์ขนาด n n×  ที่พิจารณาไม่เท่ากบัศูนย ์ทั้งน้ีทฤษฎีทั้งสองจะเป็นอีกวิธีการ/มุมมอง ของการ

แกปั้ญหาเดิมดว้ยทฤษฎีท่ีแตกต่างจากท่ีเคยศึกษาในห้องเรียน  

คาํสําคญั :  ดีเทอร์มิแนนต,์  วธีิการลดรูปของคิออส,  วิธีการลดรูปของดอดจ์สัน 

 

Abstract   

 This paper presents the numerical analysis by using the 2 2×  matrix determinant to evaluate and compare an 

n n×  matrix of two methods: Chio’s condensation method and Dodgson’s condensation method. The explanation to the 

identical exercise was applied for the analysis of both methods. In Chio’s condensation method, the reduction of the n n×  

matrix determinant into ( ) ( )1 1n n− × −  was derived from each matrix element, established from the determinant of 

2 2×  matrix. The recurring analysis of Chio’s condensation method was analyzed until arriving at its determinant value 

under the condition of 11 0a ≠ . In Dodgson’s condensation method, the reduction of the n n×  matrix determinant was 

derived into the 2 2×  matrix determinants under the condition that each matrix element equals ( ) ( )1 1n n− × −  matrix. 

In addition, the value of ( ) ( )2 2n n− × −  determinants by which its Interior determinant of the considering n n×  

matrix is not equal to zero. This presentation of calculating determinants by using two different methods, differently from 

theories in classrooms, shall provide the insightful understanding of mathematical calculation.   
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1. บทนํา 

      ทฤษฎีเมทริกซ์ (Matrix theory) เป็นทฤษฎีมูลฐาน

สํ า ค ัญ ใ น ก า ร ศ ึก ษ า พ ีช ค ณิต เ ช ิง เ ส ้น  (Linear 

algebra) ซ่ึงเป็นคณิตศาสตร์แขนงหน่ึงที่นาํไปใช้

ประยุกต์ในหลายศาสตร์ ทั้ งทางด้านเศรษฐศาสตร์ 

วิศวกรรมศาสตร์ วิทยาศาสตร์และเทคโนโลยีด ้าน

ต่าง ๆ อีกทั้ งการพฒันาทฤษฎีเมทริกซ์ได ้นําไปสู่

คณิตศาสตร์ในรูปของกลศาสตร์เมทริกซ์ (Matrix 

mechanics) ซึ่ ง เ ป็ น เ ค รื่ อ ง ม ือ สํา ค ัญ สํา ห ร ับ ก า ร

อธิบายทฤษฎีของฟิสิกส์ และนาํไปประยุกต์ใช้ใน

การศึกษาด้านวิศวกรรมศาสตร์ 

 การหาค่าดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ขนาดต่าง ๆ 

ตามที่ไดศ้ึกษาในชั้นเรียน ซ่ึงเป็นที่รู้จกัและนิยมใช้

กนัอย่างแพร่หลาย คือวิธีการลดรูปโดยการกระจาย

โคแฟคเตอร์ และหาค่าดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์

ขนาด 3 3×  ดว้ยกฎของซาร์รัส (Sarrus’s rule) ซ่ึง

ผูเ้รียนส่วนมากมกัจะรู้จกักนัดีในรูปแบบของวิธีลดั 

ดว้ยการต่อสองหลกัแลว้คูณทแยงบนและล่าง โดย

บทความทางวิชาการจาํนวนมากไดใ้ห้ความสนใจและ

ศึกษาวิธีคาํนวณหาดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์เร่ือยมา  

ซ่ึงพบวา่วธีิท่ีเรียนในชั้นเรียนไม่ไดถู้กนาํไปเป็นตน้แบบ

ของทฤษฎีสําหรับคิดค้นหาวิธีการใหม่ ๆ  แต่กลับ

เลือกใชท้ฤษฎีท่ีถูกคิดคน้โดยคิออส (Chio : 1853) และ

ดอดจ์สัน (Dodgson : 1866)  เพ่ือพฒันาต่อ ซ่ึงบทความน้ี

ผูเ้ขียนขอนาํเสนอการคาํนวณหาค่าดีเทอร์มิแนนตข์อง

เมทริกซ์ขนาด n n×  โดยวิธีลดรูปของคิออส และ

วิธีลดรูปของดอดจ์สัน ซ่ึงอาศัยดีเทอร์มิแนนตข์อง

เมทริกซ ์ขนาด 2 2×  เป็นหลักในการคํานวณ เม่ือ

เง่ือนไขของการหาค่าดีเทอร์มิแนนตใ์นแต่ละทฤษฎีข้ึนอยู่

กบัสมาชิกของแต่ละเมทริกซ์ท่ีพิจารณา และเพ่ือเป็นอีก

ทางเลือกหน่ึงสําหรับการคาํนวณหาดีเทอร์มิแนนต์ของ

เมทริกซ์ข นาด  n n×  เ นื่องจ ากผู เ้ ข ียนคิด เห็น ว ่า

บทความน้ีมีเน้ือหาที่ไม่ยากเกินไปสําหรับผูอ้่านใน

การทาํความเขา้ใจ อีกทั้ งเป็นการนาํเสนอทฤษฎีที่มี

คุณค่าจากนักคณิตศาสตร์รุ่นเก่าที่สร้างสรรค์ทฤษฎี

ท่ีน่าท่ึง ไม่ตกไปตามยุคสมยั เน่ืองจากนักคณิตศาสตร์

รุ่นใหม่จาํนวนไม่นอ้ยที่ยงัคงสนใจให้ความสําค ัญ

พฒันาและข ยายความจากทฤษฎีทั้ งสอง  มา เ ป็น

งานวิจ ัยและบทความทางวิชาการจาํนวนมากอย่าง

ต่อเน่ืองจนถึงปัจจุบนั เช่น งานวิจ ัยของอมัภิกา [1] 

รวมถึงงานวิจ ัยของปรารถนาและคณะ [2] ที่ ใช้

วิธีลดรูปของดอดจ์สัน เ ป็นเค ร่ืองมือหลักในการ

คาํนวณหาดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ เพ่ือหาวิธีการ

ใหม่ในการคาํนวณหาตวัผกผนัของเมทริกซ์ไม่เอก

ฐานขนาด 3 3×  และขนาด 4 4×  ตามลาํดับ 

 

2. วธีิลดรูปของคอิอส (Chio’s condensation method)  

        คือ วิธีการคาํนวณหาดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์

ขนาด n n×  ท่ีถูกคิดคน้โดยคิออส [3] ดว้ยการลดรูป

ใ ห ้ข น า ด ด ีเ ท อ ร ์ม ิแ น น ต ข์ อ ง เ ม ท ริก ซ ์เ ท ่า ก บั 

( ) ( )1 1n n− × −  และสมาชิกแต่ละตวัจะไดจ้ากการ

คํานวณค่าดีเทอร์มิแนนต ์ของ เมทริกซ์ย ่อยขนาด 

2 2×  กล่าวคือ 

 กาํหนดให ้ ij n n
A a

×
 =    โดยท่ี 0pqa ≠  

ถา้  
( ) ( )1 1ij n n

B b
− × −

 =     เป็นเมทริกซ์ท่ีไดจ้ากการลด

รูปของเมทริกซ์ A   เม่ือ 
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แลว้  ( )
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( )2
1det detn

pq
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a
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 ต่อมาไดม้ีการขยายความของทฤษฎีเพิ่มเติม [4]  

โดยกาํหนดให้ 1p =  และ 1q =   นัน่คือ 11 0a ≠   
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ใชว้ิธีลดรูปของคิออส เพื่อหาดีเทอร์มิแนนตข์อง

เมทริกซ์ ด้วยการลดขนาดลงเ ร่ือยไป   จะทาํให้ได้

ด ีเ ท อ ร ์ม ิแ น น ต ข์ อ ง เ ม ท ร ิก ซ ์ที ่ม ีข น า ด 

( ) ( )2 2 ,n n− × − ( ) ( )3 3 ,n n− × −  จนสามารถ

หาค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด n n×  ไดต้าม

ตอ้งการ 

 

3. วิธีลดรูปของดอดจ์สัน (Dodgson’s condensation 

method)  

 คือ วิธีการคาํนวณหาดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์

ขนาด n n×  ท่ีถูกคิดคน้โดยดอดจ์สัน [5] ดว้ยการลด

รูปดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ให้มีขนาด 2 2×  โดยท่ี

สมาชิกแต่ละตวัเป็นดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด 

( ) ( )1 1n n− × −  กล่าวคือ 

 กาํหนดให ้ ij n n
A a

×
 =     

จะได ้ ( ) ( ) ( )1 1n ij n n
DC A m

− × −
 =     

โดยท่ี 
( )

( ) ( )( )

1

1 1 1

ij i j
ij

i j i j

a a
m

a a
+

+ + +

=   

และ   B   แทนดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ขนาด 

( ) ( )2 2n n− × −  ซ่ึ ง มี ส ม า ชิ ก เ ป็ น  Interior 

determinant ของ nA   เม่ือ 0B ≠   
 

 โดย ([6], [8]) อธิบายการหาค่าดีเทอร์มิแนนตด์ว้ยวธีิ

ลดรูปของดอดจส์ัน ดงัน้ี  

 กํา ห น ด ใ ห้  ij n n
A a

×
 =    เ ม่ื อ  1 i n≤ ≤  แ ล ะ 

1 j n≤ ≤   จะไดว้า่ 
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11 12 1

21 22 2

1 2

,
,
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i k kij
j l l

a a a
a a a

A

a a a

a a

a a

a

≠ ≠
′≠ ≠

′ ′≠ ≠
′≠ ≠

′≠
′≠

=

   
            
   
   
            
   =

 
    
 





   



 

 

โดยท่ี   { }, , , 1,2, ,k k l l n′ ′ ∈   ; ,k k l l′ ′≠ ≠    

 ,
,

det 0,i k kij
j l l

a ′≠
′≠

 
  ≠   

 
ทุก 0ija ≠    

สําหรับ ,i k k′≠  และ ,j l l′≠  

เม่ือ  ,k k′  แทน แถวแรกและแถวสุดทา้ยของเมทริกซ์ 

ตามลาํดบั 

และ  ,l l′  แทน หลกัแรกและหลกัสุดทา้ยของเมทริกซ์ 

ตามลาํดบั 
 

 พิจารณาใชว้ิธีลดรูปของดอดจส์ันซํ้ าในแต่ละสมาชิก

ของเมทริกซ์เร่ือยไป จนสามารถหาค่าดีเทอร์มิแนนตข์อง

เมทริกซ์ขนาด n n×  ไดต้ามตอ้งการ 

4.  การคํานวณหาดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ขนาด 

n n×  
 

  เพื่อให้สามารถเขา้ใจในทฤษฎีไดโ้ดยง่าย ผูเ้ขียน

จึงขอใชต้วัอย่างการหาดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์

ขนาด 5 5×  สําหรับการอธิบายตามขั้นตอนวิธีลดรูป

ของคิออส และวธีิลดรูปของดอดจส์ัน ดงัน้ี 
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 ตวัอยา่ง  กาํหนดเมทริกซ์ 
 

  

1 0 3 5 1
0 1 5 1 0
0 4 0 0 2
2 3 1 2 0
1 0 0 1 1

A

 
 
 
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 
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  จงหา ( )det A   [7] 

 

     4.1  ด้วยวิธีลดรูปของคิออส (Chio’s condensation 

method)  เม่ือ 11 0a ≠  
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ดงันั้น  ( )det 230A =         

     4.2  ดว้ยวธีิลดรูปของดอดจส์ัน (Dodgson’s condensation 

method)  เม่ือ ,
,
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0 1 5 1 1 5 1 0
0 4 0 0 4 0 0 2
2 3 1 2 3 1 2 0

0 1 5 1 1 5 1 0
0 4 0 0 4 0 0 2
2 3 1 2 3 1 2 0
1 0 0 1 0 0 1 1

det
1 5 1
4 0 0
3 1 2

A =
 

 

     เน่ืองจากการหาดีเทอร์มิแนนต์โดยวิธีลดรูปของ

ดอดจ ์ส ันตอ้งมีสมาชิกที ่เ ป็น Interior determinant 

ของ ( )det A  ไม่เท่ากบัศูนย ์ จึงใชก้ารสลบัแถวของ

ดีเทอร์มิแนนต ์ เ พื ่อให ้ส ามาร ถใช ้ทฤษฎีไดต้าม

เง่ือนไข 
 

( )

1 0 3 5 0 3 5 1
0 1 5 1 1 5 1 0
0 4 0 0 4 0 0 2
2 3 1 2 3 1 2 0

0 1 5 1 1 5 1 0
0 4 0 0 4 0 0 2
2 3 1 2 3 1 2 0
1 0 0 1 0 0 1 1

det
4 0 0
1 5 1
3 1 2

A =

−

 

 กาํหนดให ้

1 0 3 5 0 1 5 1
0 1 5 1 0 4 0 0

,
0 4 0 0 2 3 1 2
2 3 1 2 1 0 0 1

B C= =  

 และ 
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0 3 5 1 1 5 1 0
1 5 1 0 4 0 0 2

,
4 0 0 2 3 1 2 0
3 1 2 0 0 0 1 1

D E= =  

 จะได ้

( )

( )

det
4 0 0 0
1 5 5 11

5 1 5 5 1
3 1 1 2

5
20 0
14 9

5
180

1det
36

B D
C E

A

B D
C E

B D
C E

B D
A

C E

= −

= −

−

= −

= −

 

 

 พิจารณา  

1 0 3 5
0 1 5 1
0 4 0 0
2 3 1 2

B =  

1 0 3 0 3 5
0 1 5 1 5 1
0 4 0 4 0 01

1 5 0 1 5 1 5 1
4 0 0 4 0 4 0 0

2 3 1 3 1 2

20 881
40 3620

2,800
20

140

B

B

=

− −
=

− −−

−
=

−
∴ =

 

 

 พิจารณา  

0 1 5 1
0 4 0 0
2 3 1 2
1 0 0 1

C =  

0 1 5 1 5 1
0 4 0 4 0 0
2 3 1 3 1 21

4 0 0 4 0 4 0 0
3 1 2 3 1 3 1 2

1 0 0 0 0 1

40 361
4 44

16
4
4

C

C

=

− −
=

−
=

∴ = −

 

 

 พิจารณา  

0 3 5 1
1 5 1 0
4 0 0 2
3 1 2 0

D =  

0 3 5 1
1 5 1 0
3 1 2 0
4 0 0 2

0 3 5 3 5 1
1 5 1 5 1 0
3 1 2 1 2 01

5 1 1 5 1 5 1 0
1 2 3 1 2 1 2 0

4 0 0 0 0 2

67 91
36 189

1,530
9

170

D

D

= −

= −

−
= −

−
=

−
∴ =

 

 

 พิจารณา  

1 5 1 0
4 0 0 2
3 1 2 0
0 0 1 1

E =  

4 0 0 2
1 5 1 0
3 1 2 0
0 0 1 1

E = −  
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4 0 0 0 0 2
1 5 1 5 1 0
3 1 2 1 2 01

5 1 1 5 1 5 1 0
1 2 3 1 2 1 2 0

0 0 1 0 1 1

36 181
14 99

576
9
64

E

E

= −

= −
−

=
−

∴ = −  
 

 เน่ืองจาก  ( ) 1det
36

B D
A

C E
= −  

 นัน่คือ  ( ) 140 1701det
4 6436

A = −
− −

 

    
8,280

36
−

=
−

 

 ดงันั้น  ( )det 230A =  

                

5. บทสรุป 

      นอกจากวิธีหาค่าดี เทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์

ข น า ด  n n×  ต า ม ที ่ไ ด ้ศ ึก ษ า ใ น ชั้ น เ รี ย น แ ล ้ว 

ผู ้เขียนได้นาํ เสนออีกทางเลือกในการคาํนวณหา

ค่าดีเทอร์มิแนนตข์องเมทริกซ์ขนาด n n×  โดยวิธีลด

รูปของคิออส (Chio’s condensation method) เป็นการ

ล ด รู ป ดี เ ท อ ร์ มิ แ น น ต์ ข อ ง เ ม ท ริ ก ซ์ ใ ห้ มี ข น า ด 

( ) ( )1 1n n− × −  โดยท่ีสมาชิกในดีเทอร์มิแนนต์ของ

เมทริกซ์แต่ละตวัไดจ้ากการหาค่าดีเทอร์มิแนนต์ของ

เ ม ท ริก ซ ์ย ่อ ย ข น า ด  2 2×  ส า ม า ร ถ ก ร ะ ทํา ซํ้ า ไ ด้

เ ร่ือยไปบนเงื่อนไขที่ว ่า  11 0a ≠  สําหรับวิธีลดรูป

ข อ ง ด อ ด จ ์ส ัน  ( Dodgson’s condensation method) 

เป็นการลดรูปจากดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ขนาด 

n n×  ให ้เ ป็น ดีเทอร์ม ิแ น น ต ์ข อ ง เ มทริก ซ์ข น า ด 

2 2×  โดยที่สมาชิกในดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์

แต่ละตวัมีขนาด ( ) ( )1 1n n− × −  สามารถกระทาํซํ้ า

ไ ด้ เ ร่ื อ ย ไ ป บ น เ ง่ื อ น ไ ข ส อ ง ป ร ะ ก า ร  คื อ 

,
,

det 0i k kij
j l l

a ′≠
′≠

 
  ≠   
 

 แ ล ะ  0ija∀ ≠  เ ม่ื อ 

, ; ,i k k j l l′ ′≠ ≠   เ นื ่อ ง จ า ก ก า ร ล ด รูป ใ น แ ต ่ล ะ

ทฤษฎีมีเง่ือนไขการใช้ท่ีแตกต่างกัน ซ่ึงตอ้งพิจารณา

ความเหมาะสมจากสมาชิกในเมทริกซ์เ ป็นสําค ัญ 

ทั้ ง น้ีอาจตอ้งใช ้คุณสมบตัิของดีเทอร์มิแนนต์ร่วม

ด้วยในการคาํนวณ เช่น การสลบัแถวหรือการสลบั

หลกัของดีเทอร์มิแนนต์ เ พื ่อให้สามารถใช ้ทฤษฎี

การหาดีเทอร์มิแนนต์ด้วยการลดรูปของคิออส และ

ดอดจ์สัน จนได้ค่าดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ตามท่ี

ตอ้งการ 

      แมว้่าการหาค่าดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ที่ได้

นาํเสนอในบทความน้ี ทั้ งสองทฤษฎีจะสามารถหาค่า

ไดเ้ช่นเดียวกนักบัทฤษฎีท่ีเคยศึกษาในห้องเรียน การ

นาํเสนอดว้ยทฤษฎีอ่ืนท่ีแตกต่าง จะช่วยให้ผูอ้่านไดมี้

มุมมองท่ีหลากหลาย ทั้งน้ีจาํเป็นตอ้งพิจารณาเลือกวิธี

ในการแกปั้ญหาท่ีเหมาะสม ซ่ึงข้ึนอยู่กบัเง่ือนไขท่ีจะ

นาํไปใช ้แลว้จึงคิดวิเคราะห์แกปั้ญหาอย่างมีเหตุผล

และรอบคอบต่อไป 
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