
 วารสารวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีนายเรืออากาศ  

  

ทฤษฎีการปรากฏคาของสตารอารบอริซิตีของกราฟ 

The Interpolation Theorems for the Star Arboricity 

 
ธีระศักดิ์ ขอพลอยกลาง1* 

1ภาควิชาคณิตศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏจันทรเกษม  

Teerasak Khoployklang1* 

1Department of Mathematics Chandra Kasem Rajabhat University 

teerasak.k@chandra.ac.th 

  Received 08 September 2024 

Revised 05 December 2024 

Accepted 07 December 2024 

บทคัดยอ 

 การวิจัยเรื่องทฤษฎีการปรากฏคาของสตารอารบอริซิตีของกราฟครั้งนี้มีวัตถุประสงคเพื่อพิสจูนวาสตาร   

อารบอริซิตีเปนพารามิเตอรของกราฟที่สอดคลองกับทฤษฎีการปรากฏคาบนคลาสของกราฟอยางงาย และกราฟ

เชื ่อมโยงอยางงายที ่มี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุด ผลการวิจัยพบวา สตารอารบอริซิตีเปนกราฟพารามิเตอรที่ปรากฏ                        

ทุกคาบนคลาสของกราฟอยางงาย 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)  และกราฟเชื ่อมโยง 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) ที่มี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุด เมื ่อให  

s = min{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} และ 𝑡𝑡 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} แลว สำหรับทุก ๆ คา 𝑟𝑟 ซ่ึง 𝑠𝑠 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑡𝑡  

จะมีกราฟ 𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) ที่มีคา 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟  เมื ่อพิจารณาบนคลาสของกราฟเชื ่อมโยงที ่มี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุด        

จะได ว า ถ าให 𝑠𝑠′ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐶𝐶𝐶𝐶 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} และ 𝑡𝑡′ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} แลว จะมีกราฟ      

𝐺𝐺′ ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) ท่ีมีคา 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺′) = 𝑟𝑟′ สำหรับทุก ๆ คา 𝑟𝑟′ โดยท่ี  𝑠𝑠′ ≤ 𝑟𝑟′ ≤ 𝑡𝑡 

 

คำสำคัญ: ทฤษฎีกราฟ, อารบอริซิตี, สตารอารบอริซิตี, ทฤษฎกีารปรากฏคา 

 

Abstract 

 The purpose of this research is to prove that the star arboricity is an interpolation graph 

parameter on the class of simple and connected graphs with 𝑚𝑚 edges and 𝑛𝑛 vertices. The result of 

this research shows that the star arboricity is an interpolation graph parameter on the class of 

simple and connected graphs with 𝑚𝑚 edges and 𝑛𝑛 vertices denoted by 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) and 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚, 𝑛𝑛), 

respectively. As a result, for 𝑠𝑠 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} and 𝑡𝑡 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)},    

there exists a graph 𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) with 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟 for al l  𝑠𝑠 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑡𝑡.  In the same way, for                                      

𝑠𝑠′ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} and  𝑡𝑡′ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛)}, there exists a graph 𝐺𝐺′ ∈

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚, 𝑛𝑛) with 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺′) = 𝑟𝑟′ for all 𝑠𝑠′ ≤ 𝑟𝑟′ ≤ 𝑡𝑡′.  
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1. บทนำ 

ทฤษฎีการปราฏคาของพารามิเตอรของกราฟ (Interpolation theory of graph parameters) นั ้นได ถูก

นำเสนอคร้ังแรกในป 1980 โดย ชารทรานด [1]  เร่ิมจากการศึกษาปญหาท่ีกลาววา “ถา 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีมี กราฟตนไม

แผท่ัวของ 𝐺𝐺 อันหน่ึงมี 𝑚𝑚 ลีฟ (Leaf) และกราฟตนไมแผท่ัวของ 𝐺𝐺 อีกอันมี 𝑛𝑛 ลีฟ โดยท่ี 𝑚𝑚 < 𝑛𝑛 แลว จะมีกราฟตนไม

แผท่ัวของ 𝐺𝐺 ท่ีมี 𝑘𝑘 ลีฟ โดยท่ี 𝑚𝑚 <  𝑘𝑘 <  𝑛𝑛 หรือไม” ปญหาดังกลาว ชารทรานด สามารถหาคำตอบและแสดงการ

พิสูจนไดวา สามารถหากราฟตนไมแผท่ัวของ 𝐺𝐺 ท่ีมี 𝑘𝑘 ลีฟได และไดนำเสนอผลงานวิจัยในงานประชุมวิชาการ The 

Theory and Application of Graphs: Fourth International Conference ในป 1980 จากการนำเสนอผลงาน

การพิสูจนดังกลาวของชารทรานดไดนำไปสูการศึกษาทฤษฎีการปรากฎคาของพารามิเตอรของกราฟอีก นอกจากน้ี ยัง

มีการศึกษาบนคลาส (Class) ของกราฟที่แตกตางกันอีกหลายคลาส อาทิเชน คลาสของกราฟเชื่อมโยง (Class of 

connected graphs) และคลาสของกราฟปกติ (Regular graph) เปนตน [2-7] 

ปญหาทฤษฎีการปรากฏคาของพารามิเตอรของกราฟ คือการพิจารณาดังตอไปน้ี ถาหากพารามิเตอรของกราฟ

น้ันมีคาอยูระหวางจำนวนเต็ม 𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛 แลว จะมีกราฟท่ีมีคาพารามิเตอรดังกลาวท่ีมีคาเทากับ 𝑘𝑘 ทุก ๆ คา 𝑘𝑘 ท่ีอยู

ระหวาง 𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛 หรือไม ถามีสำหรับทุกคา 𝑘𝑘 จะกลาววาเปน กราฟพารามิเตอรท่ีปรากฏทุกคา (An interpolation 

graph parameter) กราฟพารามิเตอรตัวนั้นจะเปนพารามิเตอรที่สอดคลองกับทฤษฎีการปรากฏคาบนคลาสของ

กราฟที ่พิจารณา เนื ่องจากทฤษฎีการปรากฏคาของกราฟนั ้น มีสวนสำคัญเกี ่ยวกับการยืนยันไดวากราฟที ่มี

คาพารามิเตอรในขอบเขตที่หาไดนั้น มีกราฟอยูจริงในทุก ๆ  คา ภายในขอบเขตของคาพารามิเตอรนั้น ในป 2011 

พารามิเตอรอารบอริซิเตอรน้ันมีผูศึกษาและแสดงการพิสูจนแลววา อารบอริซิตีเปนพารามิเตอรของกราฟท่ีสอดคลอง

กับทฤษฎีการปรากฏคาบนคลาสของกราฟอยางงาย (Class of simple graphs) และกราฟเชื่อมโยงอยางงาย (Class 

of simple connected graphs) ท่ีมี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุด [8] เปนกราฟพารามิเตอรท่ีสอดคลองกับทฤษฎีการปรากฏ

คาบนคลาสของกราฟปกติที่มี 𝑛𝑛 จุด และดีกรี 𝑟𝑟 [9] นอกจากนี้ ทั้งสองงานวิจัยขางตนยังไดทำการแสดงถึงขอบเขต

ของคาอารบอริซิตี บนคลาสของกราฟอยางงาย กราฟเชื่อมโยงอยางงาย และกราฟปกติเชนกัน การวิจัยในครั้งน้ี 

ผูวิจัยมีความสนใจจะศึกษาทฤษฎีการปรากฏคาของสตารอารบอริซิตีของกราฟ โดยจะพิสูจนวาสตารอารบอริซิตีเปน

กราฟพารามิเตอรท่ีปรากฏทุกคา น่ันคือ เปนพารามิเตอรของกราฟท่ีสอดคลองกับทฤษฎีการปรากฏคาบนคลาสของ

กราฟอยางงายและกราฟเชื่อมโยงอยางงายท่ีมี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุด โดยงานวิจัยในคร้ังน้ีจะใชกระบวนการพิสูจนทาง

คณิตศาสตรประกอบกับทฤษฎีการปรากฎคาของพารามิเตอรของกราฟ ซึ่งเทคนิคในการพิสูจนจะสรางกราฟที่มีจุด

เปนกราฟท่ีอยูในคาลาสท่ีพิจารณาโดยจุดสองจุดจะมีเสนเชื่อมก็ตอเม่ือสองจุดน้ันเปนกราฟท่ีไดจากการสรางมาจาก

อีกกราฟหน่ึง หลังจากน้ันจะใชทฤษฎีการปรากฎคาของพารามิเตอรของกราฟมาชวยพิสูจนบนกราฟท่ีสรางขึ้น 

 

2. ขอบเขตงานวจิัย 

การวิจัยเรื่องทฤษฎีการปรากฏคาของ สตารอารบอริซิตีของกราฟ ขอบเขตทางดานเนื้อหาประกอบดวย บท

นิยาม แนวคิด และทฤษฎีเก่ียวกับ อารบอริซิตี สตารอารบอริซิตี และทฤษฎีการปรากฏคาของพารามิเตอรของกราฟ  

โดยมีกรอบแนวคิดการวิจัยแสดงไดดังรูปตอไปน้ี 
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รูปที่ 1 กรอบแนวคิดในการวิจัย 

 
3. ทฤษฎทีี่เกี่ยวของ 

ทฤษฎีท่ีเก่ียวของมีรายละเอียดดังน้ี 

3.1 บทนิยามและทฤษฎบีทพ้ืนฐาน 

งานวิจัยฉบับนี้จะใชสัญลักษณและบทนิยามพื้นฐานของทฤษฎีกราฟตามหนังสือ Graph Theory ของ 

Bondy and Murty (1976) [10] 

บทนิยาม 3.1.1 กราฟ (Graph) G ประกอบดวยเซตจำกัด 𝑉𝑉(𝐺𝐺) ท่ีไมเปนเซตวาง และเซตของ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) ซ่ึงเปนเซตของ

คูที่ไมเปนอันดับ (Unordered pair) ของสมาชิกใน 𝑉𝑉(𝐺𝐺) โดยที่เซตของ 𝐸𝐸(𝐺𝐺)อาจจะเปนเซตวางก็ได สมาชิกของ 

𝑉𝑉(𝐺𝐺)  เรียกวา จุด (Vertex) สมาชิกของ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) เรียกวา เสน (Edge) ถา |𝑉𝑉(𝐺𝐺)| = 𝑛𝑛 แลวกราฟ 𝐺𝐺 เปนกราฟที่มี

อันดับ (Order) 𝑛𝑛 น่ันคือกราฟ 𝐺𝐺 มีจุดเปนจำนวน 𝑛𝑛 จุด  ถา |𝐸𝐸(𝐺𝐺)| = 𝑚𝑚 แลวกราฟ 𝐺𝐺 เปนกราฟท่ีมีขนาด (Size) 

𝑚𝑚 น่ันคือกราฟ 𝐺𝐺 มีเสนเปนจำนวน 𝑚𝑚 เสน  ถาทุกเสนในกราฟ 𝐺𝐺 เชื่อมโยง 2 จุดท่ีตางกันจะเรียกกราฟ 𝐺𝐺 วา กราฟ

อยางงาย (Simple graph) ถา 𝑢𝑢 และ 𝑣𝑣 เปนจุดของกราฟ ประกอบเปนเสนของกราฟจะเขียนแทนไดดวย {𝑢𝑢, 𝑣𝑣} เพ่ือ

ความสะดวกในการพิจารณาอาจเขียนแทนเสน {𝑢𝑢, 𝑣𝑣} ดวย 𝑢𝑢𝑢𝑢  

บทนิยาม 3.1.2 ดีกรี (Degree) ของจุด 𝑣𝑣 ในกราฟ 𝐺𝐺 เขียนแทนดวย 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝐺𝐺𝑣𝑣 คือ จำนวนเสนท้ังหมดท่ีเขามาเชือ่มตอ

กับจุด 𝑣𝑣 จุดที่มีดีกรีเปน 0 จะเรียกวา จุดเอกเทศ (Isolated vertex)  จุดที่มีดีกรีเปน 1 เรียกวา จุดปลาย (End 

vertex)  ดีกรีสูงส ุด (Maximum degree) ของจุดในกราฟ 𝐺𝐺 จะเข ียนแทนดวย ∆(𝐺𝐺) ดีกรีต่ำสุด (Minimum 

degree) ของจุดในกราฟ 𝐺𝐺 จะเขียนแทนดวย 𝛿𝛿(𝐺𝐺) 

บทนิยาม 3.1.3  ใหจุด 𝑢𝑢 และ 𝑣𝑣 เปน 2 จุดในกราฟ 𝐺𝐺 โดยไมจำเปนตองแตกตางกัน แนวเดิน 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 คือ ลำดับของ

จุดและเสนโดยที่แนวเดิน 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 ∶ 𝑢𝑢 =  𝑢𝑢0 ,  𝑒𝑒0,𝑢𝑢1 ,  𝑒𝑒1,𝑢𝑢2 ,  𝑒𝑒2, … ,𝑢𝑢𝑘𝑘−1,  𝑒𝑒𝑘𝑘−1,𝑢𝑢𝑘𝑘  =  𝑣𝑣 โดยที ่  𝑒𝑒𝑖𝑖 เปนเสน

ของกราฟ 𝐺𝐺 สำหรับทุก ๆ  0 ≤ 𝑖𝑖 <  𝑘𝑘   

แนวเดินที่มีจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดเปนจุดเดียวกันและจุดภายในแนวเดินไมซ้ำกัน จะเรียกวา วง หรือวงจร 

(Cycle) และแนวเดินท่ีมีจุดยอดไมซ้ำกันจะเรียกวา วิถี (Path) 

กราฟอยางงายที่ทุก ๆ 2 จุดใด ๆ ในกราฟมีแนวเดินเชื่อมโยงถึงกันจะเรียกวา กราฟเชื่อมโยง (Connected 

graph) 

       กราฟเชื่อมโยงท่ีไมมีวงจร จะเรียกวา กราฟตนไม (Tree) กราฟตนไมท่ีมีเพียงจุดเดียวท่ีมีดีกรีมากกวา 1 โดยท่ี

จุดที่เหลือมีดีกรีเปน 1 จะเรียกวา กราฟดาว (Star) กราฟที่ทุก ๆ  สวนประกอบเปนกราฟตนไมจะเรียกวา กราฟปา 

(Forest)  

วิธีการพิสูจน 

ทางคณิตศาสตร 
- พิสูจนได ว าสตารอารบอริซิต ีเปนพารามิเตอรของกราฟที่

สอดคลองกับทฤษฎีการปรากฏคาบนคลาสของกราฟอยางงาย

และกราฟเชื่อมโยงอยางงายที่มี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุด 

 

- แนวคิดและทฤษฎีที่เกี ่ยวของกับการปรากฎ

คาของพารามิเตอรของกราฟ 

- แนวคิดและทฤษฎีที่เกี่ยวของกับอารบอริซิตี 

และสตารอารบอริซิตี  
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บทนิยาม 3.1.4  พารามิเตอรของกราฟ (Graph parameter) คือ ฟงกชันท่ีมีโดเมนเปนกราฟ และมีเรนจเปนจำนวน
เต็ม โดยกราฟท่ีสมสัณฐานกันจะมีคาพารามิเตอรเทากัน  

 

 

 

 

 

                               Tree                            Star                          Forest 

รูปที่ 2 กราฟตนไม (Tree)  กราฟดาว (Star) และกราฟปา (Forest) 

บทนิยาม 3.1.5 อารบอริซิตีของกราฟ (Arboricity of graphs) คือ จำนวนเซตของเสนท่ีนอยท่ีสดุท่ีถูกแบงก้ันโดยแต
ละเซตน้ันเปนกราฟปา เขยีนแทนดวย 𝑎𝑎(𝐺𝐺) 

สัญกรณ ⌈𝐴𝐴⌉ จะแทนจำนวนเตม็ท่ีนอยท่ีสดุท่ีมากกวาเทากับ 𝐴𝐴 และ⌊𝐴𝐴⌋ จำนวนเตม็ท่ีมากท่ีสดุท่ีนอยกวาเทากับ 𝐴𝐴 

ทฤษฎีบท 3.1.6 [11] สำหรับทุก ๆ กราฟ 𝐺𝐺 ท่ีมีจำนวนจุด 𝑛𝑛 > 1 จะได 

𝑎𝑎(𝐺𝐺) = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚⌈𝑞𝑞𝑛𝑛/(𝑛𝑛 − 1)⌉ 
เม่ือ 𝑞𝑞𝑛𝑛 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑥𝑥{|𝐸𝐸(𝐻𝐻)| |𝐻𝐻 เปนกราฟยอยของ 𝐺𝐺 ท่ีมี |𝑉𝑉(𝐺𝐺)| = 𝑛𝑛 

บทนิยาม 3.1.7 สตารอารบอริซิตขีองกราฟ (Star arboricity of graphs) คือ จำนวนเซตของเสนท่ีนอยท่ีสุดท่ีถูกแบง
ก้ันโดยแตละเซตน้ันกราฟปาท่ีมีสวนประกอบเปนกราฟดาว  เขยีนแทนดวย 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺) 

บทนิยาม 3.1.8 ลิเนียรอารบอริซิตี (Linear arboricity) คือ จำนวนเซตของเสนท่ีนอยท่ีสดุท่ีถูกแบงก้ันโดยแตละเซต
น้ันเปนกราฟปาท่ีมีสวนประกอบเปนกราฟวิถ ีเขยีนแทนดวย 𝑙𝑙𝑎𝑎(𝐺𝐺) 

3.2 ทฤษฎีการปรากฏคาของพารามิเตอรของกราฟ 

บทนิยาม 3.2.1 ให 𝔾𝔾 เปนคลาสของกราฟท่ีกำหนด จะเรียกฟงกชัน 𝑇𝑇 ∶ 𝔾𝔾 → 𝔾𝔾 วา การแปลงกราฟบนคลาส 𝔾𝔾 (A 
graph transformation on  𝐺𝐺 ) นิยามกราฟ 𝑇𝑇 − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ เปนกราฟท่ีมีเซตของจุดเปน 𝔾𝔾 และสำหรับ 𝐺𝐺1,𝐺𝐺1 ∈ 𝔾𝔾 
จะมีเสนเชื่อมก็ตอเม่ือ (𝐺𝐺1,𝐺𝐺1) ∈ 𝑇𝑇 ถา 𝑇𝑇 เปนฟงกชันสมมาตรแลว 𝑇𝑇 − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ เปนกราฟไมมีทิศทาง 

บทนิยาม 3.2.2 สำหรับจำนวนเต็มบวก 𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛 โดยท่ี 𝑚𝑚 < 𝑛𝑛  ให 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) และ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚, 𝑛𝑛) แทนคลาสของกราฟ
อยางงายและกราฟเชื่อมโยงท่ีมี 𝑚𝑚 เสน 𝑛𝑛 จุด ตามลำดับ ให 𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) โดยท่ี  𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) และ 𝑒𝑒′ ∉ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) แลว 

𝐺𝐺𝑇𝑇(𝑒𝑒,𝑒𝑒′) แทนกราฟท่ีมี 𝑉𝑉�𝐺𝐺𝑇𝑇�𝑒𝑒,𝑒𝑒′�� = 𝑉𝑉(𝐺𝐺) และ 𝐸𝐸�𝐺𝐺𝑇𝑇�𝑒𝑒,𝑒𝑒′�� = 𝐸𝐸(𝐺𝐺) − 𝑒𝑒 + 𝑒𝑒′ โดยท่ี 𝑇𝑇(𝑒𝑒, 𝑒𝑒′) จะเรียกวา 
การแปลงกราฟแบบขาม (Jumping Transformation)  

𝑇𝑇(𝑚𝑚,𝑛𝑛) เปนความสัมพันธบน 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) จะนิยาม (𝐺𝐺1,𝐺𝐺2) ∈ 𝑇𝑇(𝑚𝑚,𝑛𝑛) ถา 𝐺𝐺1 ≄ 𝐺𝐺2 และ 𝐺𝐺1 ไดมาจาก 𝐺𝐺2 ดวย
การแปลงกราฟแบบขาม เพราะ 𝑇𝑇(𝑚𝑚,𝑛𝑛) เปนฟงกชันสมมาตร ดงัน้ัน 𝑇𝑇(𝑚𝑚,𝑛𝑛) − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ เปนกราฟไมมีทิศทาง และ 

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ เปนกราฟยอยของ 𝑇𝑇(𝑚𝑚,𝑛𝑛) − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ ซ่ึงเปนกราฟท่ีกอกำเนิดดวยเซต 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) 



5 

 ปท่ี 21 ฉบับท่ี 1  มกราคม – มิถุนายน 2568 

ทฤษฎีบท 3.2.3 [7] ให 𝐺𝐺1,𝐺𝐺2 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)  แลว จะไดวา 𝐺𝐺1 = 𝐺𝐺2  หรือ 𝐺𝐺1 = 𝐺𝐺2
𝑇𝑇(𝑒𝑒1,𝑒𝑒1′)𝑇𝑇(𝑒𝑒2,𝑒𝑒2′)…𝑇𝑇(𝑒𝑒𝑘𝑘 ,𝑒𝑒𝑘𝑘′)  

โดยท่ี 𝑇𝑇(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒1′)𝑇𝑇(𝑒𝑒2, 𝑒𝑒2′) …𝑇𝑇(𝑒𝑒𝑘𝑘−1, 𝑒𝑒𝑘𝑘−1′)𝑇𝑇(𝑒𝑒𝑘𝑘 ,𝑒𝑒𝑘𝑘′) เปนลำดับจำกัด สำหรับจำนวนเต็ม 𝑘𝑘 ซ่ึง 1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ �𝑛𝑛2� 

บทแทรก 3.2.4 [7] 𝑇𝑇(𝑚𝑚,𝑛𝑛) − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ เปนกราฟเชื่อมโยง 

ทฤษฎีบท 3.2.5 [7] ให  𝐺𝐺1,𝐺𝐺2 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛)  แลว จะได 𝐺𝐺1 = 𝐺𝐺2 หรือ 𝐺𝐺1 = 𝐺𝐺2𝑇𝑇
(𝑒𝑒1,𝑒𝑒1′)𝑇𝑇(𝑒𝑒2,𝑒𝑒2′)…𝑇𝑇(𝑒𝑒𝑘𝑘,𝑒𝑒𝑘𝑘′) โดย

ท่ี 𝑇𝑇(𝑒𝑒1, 𝑒𝑒1′)𝑇𝑇(𝑒𝑒2,𝑒𝑒2′) …𝑇𝑇(𝑒𝑒𝑘𝑘−1 , 𝑒𝑒𝑘𝑘−1′)𝑇𝑇(𝑒𝑒𝑘𝑘 ,𝑒𝑒𝑘𝑘′)  เปนลำดบัจำกัด สำหรับจำนวนเต็ม 𝑘𝑘 ซ่ึง 1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ �𝑛𝑛2�    

บทแทรก 3.2.6 [7]  𝐶𝐶𝑇𝑇(𝑚𝑚,𝑛𝑛) − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ เปนกราฟเชื่อมโยง 

บทนิยาม 3.2.7 กำหนดให 𝔾𝔾 เปนคลาสของกราฟอยางงาย และฟงกชัน  𝜃𝜃 ∶ 𝔾𝔾 → ℤ   ถา 𝜃𝜃(𝐺𝐺1) = 𝜃𝜃(𝐺𝐺2) สำหรับ
ทุก ๆ 𝐺𝐺1,𝐺𝐺2 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚, 𝑛𝑛) ซ่ึง 𝐺𝐺1 ≄ 𝐺𝐺2 แลว 𝜃𝜃 เรียกวา กราฟพารามิเตอร (A graph parameter) 

บทนิยาม 3.2.8 กำหนดให 𝔾𝔾 เปนคลาสของกราฟอยางงาย และฟงกชัน 𝜃𝜃 ∶ 𝔾𝔾 → ℤ  แลว จะเรียก 𝜃𝜃 วา กราฟ
พารามิเตอรท่ีปรากฎทุกคา (An interpolation graph parameter) บนคลาส 𝕁𝕁 ⊆ 𝔾𝔾 ถามีจำนวนเต็ม 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 โดย
ท่ี {𝜃𝜃(𝐺𝐺):𝐺𝐺 ∈ 𝕁𝕁} = [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] = {𝑥𝑥 ∈ ℤ ∶ 𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏}  

ทฤษฎีบท 3.2.9 [7] กำหนดให 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) เปนคลาสของกราฟอยางงายที่มี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุด และ 𝜃𝜃 เปนกราฟ
พารามิเตอรแลว 𝜃𝜃 เปนกราฟพารามิเตอรที ่ปรากฏทุกคาบน 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) ถา �𝜃𝜃�𝐺𝐺𝑇𝑇�𝑒𝑒,𝑒𝑒′�� − 𝜃𝜃(𝐺𝐺)� ≤ 1 สำหรับ       
ทุก ๆ 𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) และ 𝑇𝑇(𝑒𝑒, 𝑒𝑒′) เปนการแปลงกราฟแบบขาม โดยท่ี 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) และ 𝑒𝑒′ ∉ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) 

ทฤษฎีบท 3.2.10 [7] กำหนดให 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) เปนคลาสของกราฟอยางงายท่ีมี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุด และ 𝜃𝜃 เปนกราฟ
พารามิเตอรแลว 𝜃𝜃 เปนกราฟพารามิเตอรที่ปรากฏทุกคาบน 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) ถา �𝜃𝜃�𝐺𝐺𝑇𝑇�𝑒𝑒,𝑒𝑒′�� − 𝜃𝜃(𝐺𝐺)� ≤ 1 สำหรับ     
ทุก ๆ 𝐺𝐺 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) และ 𝑇𝑇(𝑒𝑒, 𝑒𝑒′) เปนการแปลงกราฟแบบขาม โดยท่ี 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) และ 𝑒𝑒′ ∉ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) 

ทฤษฎีบท 3.2.11 [7] กำหนดให 𝕁𝕁 ⊆ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) โดยท่ีเซตยอยของ 𝑇𝑇(𝑚𝑚,𝑛𝑛) − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ ทีก่อกำเนิดโดย  𝕁𝕁  เปนกราฟ

เชื ่อมโยง ถา 𝜃𝜃 เปนกราฟพารามิเตอรบน 𝕁𝕁 และ�𝜃𝜃�𝐺𝐺𝑇𝑇�𝑒𝑒,𝑒𝑒′�� − 𝜃𝜃(G)� ≤ 1 สำหรับแตละกราฟ 𝐺𝐺 ∈ 𝕁𝕁 และ 

𝑇𝑇(𝑒𝑒, 𝑒𝑒′) เปนการแปลงกราฟแบบขาม โดยท่ี 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) และ 𝑒𝑒′ ∉ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) แลว 𝜃𝜃 เปนกราฟพารามิเตอรท่ีปรากฏทุก

คาบนคลาส  𝕁𝕁 

 

4. การดำเนินการวจิัย 

ขั้นตอนการดำเนินการวิจัยมีดังน้ีดังน้ี 

1. พบนักวิชาการทางคณิตศาสตรเพ่ือประชุม สัมมนา เพ่ือใหไดประเด็นท่ีจะทำการศึกษา 

2. ศึกษาขอมูลที่เกี ่ยวของกับประเด็นที่ศึกษา เพื ่อกำหนดเปาหมาย กรอบแนวคิดในการวิจัย และตั ้งขอ

คาดการณ  

3. พบท่ีปรึกษา เพ่ือใหคำแนะนำเก่ียวกับเปาหมายท่ีกำหนด กรอบแนวคิด และขอคาดการณท่ีตั้งไว 

4. สืบคนขอมูลและงานวิจัยท่ีเก่ียวของเพ่ือนำมาสนับสนุนและเปนแนวทางการศึกษา (พิสูจน) 

5. พิสูจนขอคาดการณและตรวจสอบ 

6. สรุปผลการศึกษา 
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5. ผลการวจิัย 

จากการศึกษาทฤษฎีการปรากฏคาของสตารอารบอริซิตีของกราฟ ผูวิจัยไดผลการพิสูจนทฤษฎีการปรากฏคา

ของสตารอารบอริซิตีของกราฟ ไดผลการพิสูจนดังตอไปน้ี  

ทฤษฎีบท 5.1  ให  𝑇𝑇  เปนการแปลงกราฟแบบขามบนกราฟ 𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) แลว  𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺𝑇𝑇) ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺) + 1 

พิสูจน  กำหนดให  𝑇𝑇 = 𝑇𝑇(𝑒𝑒, 𝑒𝑒′) เปนการแปลงกราฟแบบขามบนกราฟ 𝐺𝐺 โดยท่ี 𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) และ 𝑒𝑒′ ∉ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) และ 

𝑠𝑠𝑠𝑠(G) = 𝑘𝑘 > 0 เพราะกราฟยอยของแตละกราฟจะไมมีคาสตารอารบอริซิตีท่ีสงูกวาตัวกราฟน้ัน ๆ จะไดวา กราฟ
ยอย 𝐺𝐺 − 𝑒𝑒 ของ 𝐺𝐺 จะมีคา 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺 − 𝑒𝑒) ≤ 𝑘𝑘  ดังน้ัน เซตของ 𝐸𝐸(𝐺𝐺 − 𝑒𝑒) สามารถพารทิชันไดเปน 𝑙𝑙 เซตยอย น่ันคือ 

𝐸𝐸1,𝐸𝐸2, … ,𝐸𝐸𝑙𝑙  โดยท่ี 𝑙𝑙 ≤ 𝑘𝑘  และกราฟยอยของ 𝐺𝐺 ท่ีกอกำเนิดโดย 𝐸𝐸𝑖𝑖 สำหรับทุก ๆ 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑙𝑙   จะเปนกราฟปาท่ีมี
สวนประกอบเปนกราฟดาว  

เมื่อกราฟยอย 𝐺𝐺 − 𝑒𝑒 ถูกเพิ่มเสน 𝑒𝑒′ เขาไปจะได 𝐺𝐺 − 𝑒𝑒 + 𝑒𝑒′ = 𝐺𝐺𝑇𝑇(𝑒𝑒,𝑒𝑒′) = 𝐺𝐺𝑇𝑇 และใหเซต 𝐸𝐸(𝐺𝐺 − 𝑒𝑒) 
สามารถที ่จะพารทิช ันไดเป น 𝑙𝑙 เซตยอย นั ่นค ือ 𝐸𝐸′1,𝐸𝐸′2, … ,𝐸𝐸′𝑙𝑙 โดยท่ี 𝑙𝑙 ≤ 𝑘𝑘 สำหรับบาง 1 ≤ 𝑗𝑗 ≤ 𝑙𝑙 จะมี 

𝐸𝐸′𝑗𝑗 = 𝐸𝐸𝑗𝑗 ∪ {𝑒𝑒′}  และ 𝐸𝐸′𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝑖𝑖 สำหรับทุก ๆ 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑙𝑙 ซ่ึง 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗  จะพิจารณาการพารทิชันเซตของ 𝐸𝐸(𝐺𝐺𝑇𝑇) เปน 
2 กรณีดังน้ี 

กรณีที่ 1 มีเซต 𝐸𝐸′𝑖𝑖 สำหรับบาง 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑙𝑙  ซ่ึงทำใหกราฟยอยของ 𝐺𝐺𝑇𝑇 ท่ีกอกำเนิดโดย 𝐸𝐸𝑖𝑖 ∪ {𝑒𝑒 ′} เปนกราฟปา
ท่ีมีสวนประกอบเปนกราฟดาว แลวจะไดวา 𝐺𝐺𝑇𝑇 สามารถพารทิชันไดเปน 𝑙𝑙 เซตยอย โดยท่ี 𝑙𝑙 ≤ 𝑘𝑘  และกราฟยอยของ 

𝐺𝐺𝑇𝑇 ที่กอกำเนิดโดย 𝐸𝐸𝑖𝑖 สำหรับทุก ๆ 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑙𝑙 เปนกราฟปาที่มีสวนประกอบเปนกราฟดาว ดังนั ้น ในกรณีน้ี 

𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺𝑇𝑇) ≤ 𝑙𝑙  
กรณีที่ 2 เซต 𝐸𝐸′𝑖𝑖 สำหรับทุก ๆ  1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑙𝑙  ทำใหกราฟยอยของ 𝐺𝐺𝑇𝑇 ที่กอกำเนิดโดย 𝐸𝐸𝑖𝑖 ∪ {𝑒𝑒′} ไมเปนกราฟ

ปาที ่มีสวนประกอบเปนกราฟดาว แลวจะไดวา 𝐺𝐺𝑇𝑇 ตองพารทิชันไดเปน 𝑙𝑙 + 1 เซตยอย โดยที ่ 𝑙𝑙 ≤ 𝑘𝑘 นั ่นคือ
 𝐸𝐸′1, 𝐸𝐸′2, … , 𝐸𝐸′𝑙𝑙, 𝐸𝐸′𝑙𝑙+1 โดยท่ี 𝐸𝐸′𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝑖𝑖  สำหรับทุก ๆ 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑙𝑙 และ𝐸𝐸′𝑙𝑙+1 = {𝑒𝑒′} ซ่ึงจะเห็นไดวากราฟยอยของ 

𝐺𝐺𝑇𝑇 ที่กอกำเนิดโดย 𝐸𝐸′𝑖𝑖 สำหรับทุก ๆ  1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑙𝑙 + 1 เปนกราฟปาที่มีสวนประกอบเปนกราฟดาว ดังนั้น ในกรณีน้ี 

𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺𝑇𝑇) ≤ 𝑙𝑙 + 1  
จากท้ัง 2 กรณีจะไดวา  𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺𝑇𝑇) ≤ 𝑙𝑙 + 1 ≤ 𝑘𝑘 + 1 = 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺) + 1 

 

จากผลของทฤษฎีบทขางตนจะทำใหไดบทแทรกดังตอไปน้ี 
บทแทรก 5.2 ใหกราฟ 𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) และ 𝑇𝑇 เปนการแปลงกราฟแบบขามบน 𝐺𝐺 แลว |𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺𝑇𝑇) − 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)| ≤ 1 

พิสูจน  เน่ืองจาก 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺) − 1 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺 − 𝑒𝑒) และ 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺 − 𝑒𝑒) ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺 − 𝑒𝑒 + 𝑒𝑒′) = 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺𝑇𝑇) และโดยผลของ
ทฤษฎีบท 5.1 จะทำใหไดวา 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺) − 1 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺𝑇𝑇) ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺) + 1  น่ันคือ −1 ≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺𝑇𝑇) − 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺) ≤ 1  หรือ
|𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺𝑇𝑇) − 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)| ≤ 1 
 

จากผลของบทแทรก 5.2 อาศัยบทแทรก 3.2.4และทฤษฎีบท 3.2.9 ทำใหไดทฤษฎีบทตอไปน้ี 
ทฤษฎีบท 5.3 กำหนดให 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) เปนคลาสของกราฟอยางงายท่ีมี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุดแลว สตารอารบอริซิตี เปน
กราฟพารามิเตอรที ่ปรากฏทุกคาบน 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) และจะไดวา ถากำหนดให  𝑠𝑠 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)}       
และ 𝑡𝑡 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} แลว สำหรับทุก ๆ คา 𝑟𝑟 โดยท่ี 𝑠𝑠 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑡𝑡  จะมี 𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) ที่มีคา 

𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟  

พิสูจน  ให 𝑇𝑇(𝑚𝑚,𝑛𝑛) − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ เปนกราฟไมมีทิศทางที่มีเซตของจุดคือ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) สำหรับ 𝐺𝐺1,𝐺𝐺2 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) โดยท่ี

𝐺𝐺1 ≄ 𝐺𝐺2 ซ่ึง 𝐺𝐺1 และ 𝐺𝐺2จะมีเสนเชื่อมก็ตอเม่ือ 𝐺𝐺1 ไดมาจาก 𝐺𝐺2 ดวยการแปลงกราฟแบบขาม โดยบทแทรก 3.2.4 
จะไดวา 𝑇𝑇(𝑚𝑚,𝑛𝑛) − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ เปนกราฟเชื่อมโยง และโดยผลของบทแทรก 5.2 จะไดวา |𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺𝑇𝑇) − 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)| ≤ 1 
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สำหรับทุก ๆ 𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚, 𝑛𝑛) โดยทฤษฎีบท 3.2.9จะไดวา 𝑠𝑠𝑠𝑠 เปนกราฟพารามิเตอรที ่ปรากฏทุกคาบนคลาส 

𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) นั ่นค ือ ถ ากำหนดให 𝑠𝑠 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} และ 𝑡𝑡 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} แลว 
สำหรับทุก ๆ คา 𝑟𝑟 ซ่ึง 𝑠𝑠 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑡𝑡  จะมี 𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) ท่ีมีคา 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟  
 

นอกจากนี้ ดวยผลของบทแทรก 5.2 อาศัยบทแทรก 3.2.6 และทฤษฎีบท 3.2.10 ทำใหไดทฤษฎีบทตอไปน้ี
ทฤษฎีบท 5.4 กำหนดให 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) เปนคลาสของกราฟเชื่อมโยงท่ีมี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุดแลว สตารอารบอริซิตี เปน
กราฟพารามิเตอรที่ปรากฏทุกคาบน 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) และจะไดวา ถากำหนดให 𝑠𝑠′ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚, 𝑛𝑛)} 
และ 𝑡𝑡′ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} แลว สำหรับทุก ๆ คา 𝑟𝑟′ ซ่ึง 𝑠𝑠′ ≤ 𝑟𝑟′ ≤ 𝑡𝑡′  จะมีกราฟ 𝐺𝐺′ ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛)
ท่ีมีคา 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺′) = 𝑟𝑟′  
พิสูจน  ให 𝑇𝑇(𝑚𝑚,𝑛𝑛) − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ เปนกราฟไมมีทิศทางที่มีเซตของจุดคือ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) สำหรับ 𝐺𝐺1,𝐺𝐺2 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) โดยท่ี 

𝐺𝐺1 ≄ 𝐺𝐺2 ซึ่ง 𝐺𝐺1 และ 𝐺𝐺2 จะมีเสนเชื่อมก็ตอเมื่อ 𝐺𝐺1 ไดมาจาก 𝐺𝐺2 ดวยการแปลงกราฟแบบขาม และกำหนดให
 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ เปนกราฟยอยของ 𝑇𝑇(𝑚𝑚,𝑛𝑛) − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ ที่กอกำเนิดดวยเซต  𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) โดยบทแทรก 3.2.6 
จะไดวา 𝐶𝐶𝑇𝑇(𝑚𝑚,𝑛𝑛) − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔ℎ เปนกราฟเชื่อมโยง และโดยผลของบทแทรก 5.2 จะไดวา |𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺𝑇𝑇) − 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)| ≤ 1 

สำหรับทุก ๆ 𝐺𝐺 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) โดยทฤษฎีบท 3.2.10 จะไดวา 𝑠𝑠𝑠𝑠 เปนกราฟพารามิเตอรที่ปรากฏทุกคาบนคลาส 

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚, 𝑛𝑛) นั่นคือ ถากำหนดให 𝑠𝑠′ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛)}  และ 𝑡𝑡′ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} 
แลว สำหรับทุก ๆ คา 𝑟𝑟′ โดยท่ี  𝑠𝑠′ ≤ 𝑟𝑟′ ≤ 𝑡𝑡′  จะมีกราฟ 𝐺𝐺′ ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) ท่ีมีคา 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺′) = 𝑟𝑟′          

 
6. สรุป 

จากการดำเนินการวิจัยที่มีวัตถุประสงคเพื่อพิสูจนวาสตารอารบอริซิตีเปนกราฟพารามิเตอรที่ปรากฎทุกคาซ่ึง

สอดคลองกับทฤษฎีการปรากฏคาบนคลาสของกราฟอยางงายและกราฟเชื่อมโยงอยางงายที่มี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุด 

ผลการวิจัยพบวา จากผลของทฤษฎีบท 5.3 และ 5.4 สตารอารบอริซิตีเปนกราฟพารามิเตอรที่ปรากฏทุกคา ซ่ึง

สอดคลองกับทฤษฎีการปรากฏคาบนคลาสของกราฟอยางงายและกราฟเชื่อมโยงอยางงายที่มี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุด 

ดังน้ัน จะไดวาถาให 𝑠𝑠 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} และ 𝑡𝑡 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} แลว สำหรับทุก ๆ 

คา 𝑟𝑟 ซึ่ง 𝑠𝑠 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑡𝑡 จะมีกราฟ 𝐺𝐺 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛) ที่มีคา 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺) = 𝑟𝑟 และ ในทำนองเดียวกัน เมื่อพิจารณบนคลาส    

ของกราฟเชื ่อมโยงอยางง ายที ่ม ี 𝑚𝑚 เส น และ 𝑛𝑛 จุด จะได ว า ถ า  𝑠𝑠′ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐶𝐶𝐶𝐶 ∈ 𝐺𝐺(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} และ 

𝑡𝑡′ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺)|𝐺𝐺 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛)} แลว จะมีกราฟ 𝐺𝐺′ ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑚𝑚,𝑛𝑛) ท่ีมีคา 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐺𝐺′) = 𝑟𝑟′ สำหรับทุก ๆ คา 𝑟𝑟′ ซ่ึง 
𝑠𝑠′ ≤ 𝑟𝑟′ ≤ 𝑡𝑡′   
 

7. ขอเสนอแนะ 

7.1 ขอเสนอแนะสำหรับการปฏิบัติ 
7.1.1 นักวิจัยสามารถนำแนวทางในการพิสูจนไปใชในการพิสูจนพารามิเตอรของกราฟตัวอื่น ๆ  วาเปน

พารามิเตอรที่ปรากฏทุกคาบนคลาสของกราฟอยางงายและกราฟเชื่อมโยงที่มี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุดหรือไม หรือการ
พิสูจนวา ลิเนียรอารบอริซิตี ลิเนียร 𝑘𝑘 อารบอริซิตี และสตารอารบอริซิตีเปนกราฟพารามิเตอรที่ปรากฏทุกคาบน
คลาสอ่ืน ๆ ของกราฟ เชน คลาสของกราฟปกติ หรือ คลาสของกราฟเชิงระนาบ เปนตน 

7.1.2 ในการพิสูจนทางคณิตศาสตรที่เกี่ยวกับทฤษฎีกราฟโดยเฉพาะที่เกี่ยวกับพารามิเตอรของกราฟน้ัน 
มักจะใชการพิสูจนอุปนัยเชิงคณิตศาสตร หากผูวิจัยตองการใหการเขียนการพิสูจนที่ชัดเจนขึ้นอาจจะตองใชวิธีการ
แสดงรูปเพ่ือความชัดเจนมากยิ่งขึ้นประกอบกันได 

7.2. ขอเสนอแนะสำหรับการวิจัยคร้ังตอไป 
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7.2.1 ยังมีปญหาอ่ืนท่ีสัมพันธกับทฤษฎีการปรากฏคาของกราฟพารามิเตอร คือปญหาการหาคาสุดขีดของ
กราฟพารามิเตอร (Extremal Problem) นั่นก็คือปญหาการหาคาขอบเขตของกราฟพารามิเตอรบนคลาสที่กำหนด                
จากงานวิจัยคร้ังน้ีสามารถตอยอดในการทำงานวิจัยในการหาคาขอบเขตของลิเนียรอารบอริซิตี ลิเนียร k อารบอริซิตี 
บนคลาสของกราฟอยางงายและกราฟเชื่อมโยงท่ีมี 𝑚𝑚 เสน และ 𝑛𝑛 จุด โดยการหาขอบเขตบนและขอบเขตลางในเทอม
ของจำนวนจุดจำนวนเสนของกราฟ  

7.2.2 นักวิจัยสามารถทำการวิจัยโดยการพิจารณาเพียงกราฟพารามิเตอรเดียวบนคลาสของกราฟโดย           
การพิจารณาเปน 2 ประเด็นคือ การพิจารณาวากราฟพารามิเตอรน้ันเปนกราฟพารามิเตอรท่ีปรากฏทุกคาบนคลาส
ของกราฟท่ีพิจารณาหรือไม และการศึกษาปญหาคาขีดสุดของกราฟพารามิเตอรบนคลาสของกราฟท่ีพิจารณา 
 

8. กติตกิรรมประกาศ 
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