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บทคัดย่อ 

ในงานวิจยัน้ี ผูวิ้จยัไดศึ้กษาแบบจ าลองโรคระบาด เอส อี ไอ อาร์และ เอส อี ไอ คิว อาร์ และหาจุด
สมดุลของแบบจ าลองทั้งสอง ณ จุดสมดุลท่ีไม่มีเช้ือโรคและจุดสมดุลท่ีมีเช้ือโรค ย่ิงไปกว่านั้นจุดสมดุลทั้งสอง
ยงัไดถู้กพิจารณาเสถียรภาพก ากบัเฉพาะท่ีดว้ย  

ค าส าคัญ: แบบจ าลองโรคระบาด จุดสมดุล เสถียรภาพก ากบัเฉพาะท่ี เมทริกซ์เฮอร์วิทซ ์

Abstract  

 In this paper, the SEIR and SEIQR epidemic model are considered and found the equilibrium points, 
disease-free equilibrium point and endemic equilibrium point. Furthermore, each equilibrium point is also 
proved the locally asymptotically stable. 
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1. บทน า  
 การศึกษาแบบจ าลองโรคระบาด เป็นเร่ือง

หน่ึงท่ีน่าสนใจในทางทฤษฎีบทคณิตศาสตร์ ท่ี
เก่ียวกบัระบาดวิทยา โดยงานวิจยัใน [1] เป็นงานท่ี
ได้รับความสนใจอย่างมากในปี 1979 ซ่ึงงานวิจยั
ของแบบจ าลองในอดีตท่ีผา่นมา เร่ืองของการฟักตวั
ของโรคไม่ได้ถูกน ามาศึกษา นั่นคือ ในการติดเช้ือ
คร้ังหน่ึงผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือ (Susceptible ) จะ
เกิดการติดเช้ือ (Infectious) ทันที และหลงัจากนั้น
จึ งห าย  (Recover) ด้ ว ย ภู มิ คุ ้ ม กัน ซ่ึ ง อาจจะ มี
ภูมิคุม้กนัถาวรหรือชั่วคราว จากสมมติฐานท่ีกล่าว
มาจึงท าให้ไดรั้บแบบจ าลอง SIR หรือ SIRS ซ่ึงได้
ถูกศึกษาใน [2-3] แต่ถึงอย่างไรก็ตาม โรคบางชนิด
จะมีช่วงระยะการฟักตวัของโรคในโฮสต ์ก่อนท่ีจะ
กลายเ ป็นการติด เ ช้ือ  จึ งท าให้ได้มีการขยาย
แบบจ าลอง SIR หรือ SIRS โดยมีการพิจารณาใน
ส่วนของการฟักตัวของโรค ดังนั้นจึงท าให้มีการ
ตั้งสมมติฐานว่า ผูท่ี้เส่ียงต่อการติดเช้ือตอ้งผ่านช่วง
ท่ีโรคน้ีแอบแฝงก่อนโดยไม่แสดงอาการ (Expose) 
แล้ว จึ งกลาย เ ป็นผู ้ ท่ี ติ ด เ ช้ื อ  จึ งท า ให้ ได้ รั บ
แบบจ าลอง  SEIR และ SEIRS ซ่ึงได้ถูกศึกษาใน   
[4-6] แต่ไม่เพียงเท่านั้น เม่ือพิจารณาถึงการติดเช้ือ
ของโรค อีกส่ิงหน่ึงท่ีน่าสนใจในการพิจารณาคือ 
การควบคุมการแพร่กระจายของโรค โดยเล็งเห็นว่า
ถา้มีการแยกผูท่ี้ติดเช้ือในระดบัท่ีติดต่อไปยงัผูอ่ื้น
ได้ในช่วงเวลาหน่ึง จะเป็นส่ิงท่ีใช้ในการควบคุม
การแพร่กระจายของโรคได ้ซ่ึงประชากรในกลุ่มน้ี
จะถูกเรียกว่า ผูถู้กกกักนั (Quarantine) โดยมีความ
หมายถึง  ขั้ นตอนการแยกหรือการหยุดการมี
ปฏิสัมพนัธ์กบัผูอ่ื้นนั้นจะช่วยให้การแพร่กระจาย
ของโรคลดลง ดงันั้นเม่ือพิจารณาสมมติฐานท่ีกล่าว

มาจะท าให้ไดรั้บแบบ จ าลอง SEIQR หรือ SEIQRS 
ซ่ึงไดถู้กศึกษาใน [7-8] 

ดว้ยเหตุผลท่ีกล่าวมาขา้งตน้ ในงานวิจยัน้ี
ผูวิ้จัยสนใจท่ีจะศึกษาแบบจ าลอง เอส อี ไอ อาร์ 
และ เอส อี ไอ คิว อาร์ โดยไดห้าจุดสมดุลของโรค 
ณ จุดสมดุลท่ีไม่มีเช้ือโรค และจุดสมดุลท่ีมีเช้ือโรค 
รวมถึงการวิเคราะห์เสถียรภาพก ากบัเฉพาะท่ี ณ จุด
สมดุลดงักล่าว 

2. ความรู้พื้นฐาน 
[9] พิจารณาระบบสมการไม่เชิงเส้น ต่อไปน้ี 

ẋ(t) = f(x(t), t); x(t0) = x0, t ≥ t0      -----(1) 

ซ่ึง t0 ≥ 0 
เราจะเรียก t0 ว่าเวลาเร่ิมตน้ (The initial time) และ 
x: [t0,∞) → ℝn  จ ะ ถู ก เ รี ย ก ว่ า แ น ว วิ ถี  (State 
trajectory) โดยท่ี x(t0) คือสถานะเร่ิมต้น (Initial 
state) แ ล ะ  f: ℝn × [t0, ∞) → ℝn  เ ป็ น ฟั ง ก์ ชั น
เวกเตอร์ไม่เชิงเส้น โดยเฉพาะอย่างย่ิง ถ้าส่วน 
ประกอบของ x และ f ถูกเขียนแทนดว้ย  

x = [x1 …xn]T  และ  f = [f1 … fn]
T 

แลว้ระบบสมการ (1) จะถูกเรียกว่าไม่อิสระ (Non-
autonomous) หรือ ระบบการแปรเปล่ียนของเวลา 
(Time-varying system) ส าหรับกรณีท่ีระบบสมการ
เชิงเส้น 

ẋ(t) = A(t)x(t)                              -----(2) 

ซ่ึง A(t) เป็นเมทริกซ์จตัุรัส n  มิติ จะเป็นกรณีเฉพาะ
ของระบบสมการ (1) โดยท่ี 

f(x(t), t) = A(t)x(t) 
ถา้เวลา t ไม่ปรากฏชดัแจง้ในฟังก์ชนั f  แลว้ระบบ
สมการ (1) จะถูกลดรูปไปเป็น  

ẋ(t) = f(x(t))                               -----(3) 
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ดังนั้ นระบบพลวัตของ (3) จะถูกเรียกว่าอิสระ 
(Autonomous) หรือระบบไม่แปรเปล่ียนของเวลา 
(Time-invariant system) เพื่อความสะดวกในการ
น าไปใชร้ะบบสมการ (1) และ (3) สามารถเขียนใน
รูปอยา่งง่ายไดเ้ป็น 

ẋ(t) = f(x, t) 
และ 

                         ẋ(t) = f(x)                    ตามล าดบั 

บทนิยาม 1 [9] จุดสมดุล (Equilibrium point) ของ
ระบบสมการ (1) คือ x = xe เม่ือ xe คือเวกเตอร์คง
ตัว  (Constant vector) ท่ี ท า ให้   f(xe, t) = 0, 0 ≤

t0 ≤ ∀t 

บทนิยาม 2 [10] ก าหนดให้ p = (p1, p2) เป็นจุด
สมดุลของระบบสมการไม่เชิงเส้น  

  ẋ1 = f1(x1 , x2)                            -----(4) 
  ẋ2 = f2(x1, x2)                            -----(5) 

และสมมติให้ f1 และ f2 เป็นฟังกช์นัท่ีหาอนุพนัธ์ได้
อย่างต่อเน่ือง เม่ือกระจายทางขวาของสมการ (4) 
และ (5) ดว้ยอนุกรมเทเลอร์รอบจุด (p1, p2) จะได้
ว่า 
ẋ1 = f1(p1, p2) + a11(x1 − p1) + a12(x2 − p2) 
         +H.O. T. 
ẋ2 = f2(p1, p2) + a21(x1 − p1) + a22(x2 − p2) 
         +H.O. T. 

โดยท่ี  

a11 =
∂f1(x1, x2)

∂x1
|
x1=p1, x2=p2

  , 

a12 =
∂f1(x1 , x2)

∂x2
|
x1=p1, x2=p2

, 

  a21 =
∂f2(x1, x2)

∂x1
|
x1=p1, x2=p2

  , 

a22 =
∂f2(x1, x2)

∂x2
|
x1=p1, x2=p2

 

และ  H. O. T. ใช้แทน พจน์อันดับสูงกว่าของการ
กระจาย นั่นคือ พจน์ท่ีอยู่ในรูปของ (x1 − p1)

2,

(x2 − p2)
2 , (x1 − p1) × (x2 − p2)  และอื่น ๆ  เน่ือง  

จาก (p1, p2) คือจุดสมดุล จะไดว่้า 
f1(p1, p2) = f2(p1, p2) = 0 

ย่ิงไปกว่านั้ น เน่ืองจากเราสนใจแนววิถีใกล้จุด
สมดุล (p1, p2) เราจึงก าหนดให้ 

y1 = x1 − p1 และ y2 = x2 − p2 
เขียนสมการใหม่ ไดเ้ป็น 

ẏ1 = ẋ1 = a11y1 + a12y2 + H. O. T. 

ẏ2 = ẋ2 = a21y1 + a22y2 + H. O. T. 

ถ้าเราสนใจท่ีย่านใกล้เคียงท่ีเล็กพอของจุดสมดุล 
ซ่ึงพจน์อนัดบัสูงกว่ามีค่าน้อยมาก ๆ ดงันั้นเราอาจ
ลดพจน์เหล่าน้ีและประมาณค่าของสมการไม่เชิง
เส้นดว้ยสมการเชิงเส้น ดงัน้ี 

ẏ1 = a11y1 + a12y2 

ẏ2 = a21y1 + a22y2 

เขียนสมการใหม่ในรูปแบบเวกเตอร์ ไดด้งัน้ี 
                          ẏ = Ay    

โดยท่ี 

A = [
a11 a12

a21 a22
] =

[
 
 
 
∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2]

 
 
 

||

x=p

=
∂f

∂x
|
x=p

 

เมทริกซ์  [∂f ∂x⁄ ] เ รียกว่า เมทริกซ์จาโคเบียน 
(Jacobian matrix) ข อ ง  f(x) และ  A คื อ ค่ า ขอ ง        
เมทริกซ์จาโคเบียน ณ จุดสมดุล p ซ่ึงพฤติกรรมของ
ระบบสมการไม่เชิงเส้นท่ีใกลก้บัจุดสมดุลสามารถ
ท่ีจะก าหนดผ่านความเชิงเส้นซ่ึงสอดคล้องกบัจุด
สมดุลนั้น โดยในท่ีน้ีเราจะให้สัญลกัษณ์ J(p) แทน
เมทริกซ์จาโคเบียน ณ จุดสมดุล p ย่ิงไปกว่านั้นใน 
[11] ระบบสมการท่ีประกอบดว้ย k ตวัแปร และ k 
สมการ 

ẋ1 = f1(x1, x2, … , xk), 

ẋ2 = f2(x1 , x2, … , xk), 

⋮ 

ẋk = fk(x1, x2, … , xk) 
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โดยท่ี f1, f2, … , fk เป็นฟังก์ชันท่ีหาอนุพนัธ์ไดอ้ย่าง
ต่อเน่ือง และสามารถประมาณค่าของสมการไม่เชิง
เส้นดว้ยสมการเชิงเส้น ดงัน้ี 

ẏ1 = a11y1 + a12y2 + ⋯+ a1kyk 

ẏ2 = a21y1 + a22y2 + ⋯+ a2kyk 

⋮ 
ẏk = ak1y1 + ak2y2 + ⋯+ akkyk 

เม่ือ  y1 = x1 − p1, y2 = x2 − p2, … , yk = xk − pk 
จึงท าให้ไดเ้มทริกซ์จาโคเบียนของระบบสมการ
ดงักล่าว ณ จุดสมดุล p = (p1, p2, … , pk) คือ 

J(p) =

[
 
 
 
 
 
 
 
∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

⋯
∂f1
∂xk

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

⋯
∂f2
∂xk

⋮
∂fk
∂x1

⋮
∂fk
∂x2

⋯
⋯

⋮
∂fk
∂xk]

 
 
 
 
 
 
 

 

หมายเหตุ จากระบบสมการเชิงเส้น (2) พิจารณา
โดยบทนิยาม 2 จึงสามารถเขียนไดว่้า  

                                              ẋ = Ax                        -----(6) 
เม่ือ A คือค่าของเมทริกซ์จาโคเบียน ณ จุดสมดุล p 
ดงับทนิยาม 2 
ทฤษฎีบท 3 [12] ให้  xe เป็นจุดสมดุลของระบบ
สมการ (1) และ 
det(J(xe) − λI) ≡ λn + a1λ

n−1 + ⋯+ an−1λ + an 

                               = a(λ)      -----(7)  
เป็นสมการลกัษณะเฉพาะ (Characteristic equation)  
โดยท่ี  λi เป็นรากลักษณะเฉพาะ (Characteristic 
root)  ของสมการลักษณะเฉพาะ (7 ) เ ม่ื อ   i =

1,2,3,… , n และเมทริกซ์เฮอร์วิทซ์ (Hurwitz matrix) 
ขนาด  n × n  ของสมการลักษณะเฉพาะ  a(λ) ใน
สมการ (7) คือ 

H =

[
 
 
 
 
 
a1 a3 a5

1 a2 a4

0 a1 a3

⋯ a2n−1

⋯ a2n−2

⋯ a2n−3

0 1 a2

⋮ ⋮ ⋮
0 0 0

⋯ a2n−4

⋯ ⋮
⋯ an ]

 
 
 
 
 

 

โดยท่ี  ar = 0 ส าหรับ  r > n ดังนั้ นทุกรากของ
สมการลกัษณะเฉพาะ a(λ) มีค่าของส่วนจริงเป็นลบ 
ก็ต่อเม่ือ Hi > 0 ส าหรับทุก ๆ i = 1,2,3,… , n โดยท่ี 
Hi  คือไมเนอร์ส าคญัแบบเรียง (Leading principal 
minor) ล าดบัที่ i ของเมทริกซ์  H 

ทฤษฎีบท 4 [12] ระบบสมการ (6) จะเสถียรภาพ
ก ากับ  (Asymptotically stable)  ก็ต่ อ เ ม่ือ  A เ ป็น      
เมทริกซ์เสถียร นัน่คือ Re(λi) < 0 ส าหรับทุก i และ
ถ้าระบบสมการ (6) ไม่ เสถียร (Unstable)  จะมี  
Re(λi) > 0 

3. ผลการวิจัย 

3.1 แบบจ าลองโรคระบาด เอส อี  ไอ อาร์ 
ต่อไปน้ีเราจะใชสั้ญลกัษณ์ 

S แทน กลุ่มของ S(t) เม่ือ S(t) คือ จ านวนของผูท่ี้
เส่ียงต่อการติดเช้ือ ณ เวลา t ใด ๆ 
E แทน กลุ่มของ E(t) เม่ือ E(t) คือ จ านวนของผูท่ี้มี
เช้ือแฝงแต่ยงัไม่แสดงอาการ ณ เวลา t ใด ๆ 
I แทน กลุ่มของ I(t) เม่ือ I(t) คือ จ านวนของผูท่ี้ติด
เช้ือ ณ เวลา t ใด ๆ 
Q แทน กลุ่มของ Q(t) เม่ือ Q(t) คือ จ านวนของผูถู้ก
กกักนั ณ เวลา t ใด ๆ 
และ R แทน กลุ่มของ R(t) เม่ือ R(t) คือ จ านวนของ
ผูท่ี้หายจากการติดเช้ือ ณ เวลา t ใด ๆ  

ในงานวิจัยน้ีเราได้ขยายการศึกษาแบบ 
จ าลองโรคระบาด เอส อี ไอ อาร์ ของ [4] ซ่ึงเราจะ
ศึกษาเสถียรภาพก ากบัเฉพาะท่ีของจุดสมดุลท่ีไม่มี
เช้ือโรค และเสถียรภาพก ากบัเฉพาะท่ีของจุดสมดุล
ท่ีมีเช้ือโรคโดยการพิจารณารากลกัษณะเฉพาะจาก
สมการลกัษณะเฉพาะ โดยแบบจ าลองโรคระบาด 
เอส อี ไอ อาร์ ได้ถูกศึกษาภายใต้สมมติฐานว่า
จ านวนของประชากรทั้งหมด ณ เวลา t ใด ๆ คือ  
N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + R(t)  และจ านวนของ
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ประชากรท่ีติดเ ช้ือทั้ งหมด ณ เวลา  t ใด ๆ คือ 
 E(t) + I(t) และสร้างแผนภาพแบบจ าลองโรค
ระบาด เอส อี ไอ อาร์ ดงัรูปที่ 1 
 

bN       ρIS

N            
εE                    γI 

 
 

  
             dS                dE            (d + α)I           dR 
 

รูปท่ี 1 แบบจ าลองโรคระบาด เอส อี ไอ อาร์ 
 

โดยท่ีทุกพารามิเตอร์ต่อไปน้ีมีค่าบวก 
             b คือ อตัราของประชากรท่ีเขา้มาในระบบ
เป็นประชากรเส่ียงต่อการติดเช้ือ  
                 d คือ อตัราการตายตามธรรมชาติ 

                 ρ คือ อตัราการติดเช้ือ 
              ε คือ อัตราของผูท่ี้ติดเช้ือแต่ยงัไม่แสดง
อาการ กลายไปเป็นผูท่ี้ติดเช้ือและแสดงอาการ 
               𝛾 คือ อตัราการหายจากการติดเช้ือ 
             α คือ อตัราการตายท่ีเกิดจากการติดเช้ือ 
จากแผนภาพการแพร่กระจายของเช้ือโรคน าไปสู่
แบบจ าลองของระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ต่อไปน้ี 
 
 

-----(SEIR) 
 

 

 เราจะพิจารณาหาจุดสมดุลของระบบ
สมการ (SEIR) โดยเร่ิมจากการพิจารณาหาจุดสมดุล 
ณ จุดสมดุลท่ีไม่มีเช้ือโรค เขียนแทนดว้ย P0 นัน่คือ 
พิจารณาระบบสมการ (SEIR) เม่ือ I = 0 ท าให้ไดว่้า  
P0 = (

bN

d
, 0,0,0) ซ่ึงจากการศึกษาใน [4] ไดว่้า P0 =

(1,0,0) เป็นเพียงกรณีหน่ึงของเราเท่านั้น นัน่คือเม่ือ   
bN = d และเม่ือเราพิจารณาหาจุดสมดุลท่ีมีเช้ือโรค

ของระบบสมการ (SEIR) เขียนแทนดว้ย P∗ ท าให้
ไดว่้า P∗ = (S∗, E∗, I∗, R∗) 

เม่ือ 

S∗ =
NbRq

−1

d
 

E∗ = (
d(γ + d + α)

ερ
) (N(Rq − 1)) 

I∗ =
dN(Rq − 1)

ρ
 

 R∗ =
γN

ρ
(Rq − 1) 

เ ม่ื อ  Rq =
(ερ)b

d(ε+d)(γ+d+α)
  และ  Rq หมาย ถึ ง  ค่ า

สืบพันธ์ุพ้ืนฐาน และย่ิงไปกว่านั้ นจะเห็นว่าจุด
สมดุล P∗ จะเกิดขึ้นได ้เม่ือ Rq > 1 

ทฤษฎีบท 1 ถา้ P0 เป็นจุดสมดุลท่ีไม่มีเช้ือโรคของ
ระบบสมการ (SEIR) และ Rq < 1 แลว้ความสมดุล 
ณ จุดสมดุลไม่มีเช้ือโรคของระบบสมการ (SEIR) 
จะมีเสถียรภาพก ากบัเฉพาะท่ี  

พสูิจน์  เราพิจารณาสมการ 
F1 = bN −

ρIS

N
− dS 

F2 =
ρIS

N
− (ε + d)E 

F3 = εE − (γ + d + α)I 
F4 = γI − dR 

จะไดเ้มทริกซ์จาโคเบียน ณ จุดสมดุลใด ๆ คือ  

J =  

[
 
 
 
 
 −

ρI

N
− d 0

ρI

N
−(ε + d)

          −
ρS

N
         0

             
ρS

N
        0

0                 ε
0                 0

−(γ + d + α)   0
γ −d]

 
 
 
 
 

 

เราพิจารณา ณ จุดสมดุลท่ีไม่มีเช้ือโรค นัน่คือ แทนค่า 

 P0 = (
bN

d
, 0,0,0)  ลงในเมทริกซ์จาโคเบียน จึงไดว่้า 

J(P0) =  

[
 
 
 
 
 −d 0       −

ρb

d
           0

0 −(ε + d)        
ρb

d
              0

0
0

ε
0

−(γ + d + α)
γ

0
−d]

 
 
 
 
 

 

ท าให้ได ้สมการลกัษณะเฉพาะ |J(P0) − λI| = 0 ว่า  

S E I R 

dS

dt
= bN −

ρIS

N
− dS 

dE

dt
=

ρIS

N
− (ε + d)E 

dI

dt
= εE − (γ + d + α)I 

dR

dt
= γI − dR 
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0 = |J(P0) − λI| 
  

=
|

|

−d − λ 0       −
ρb

d
                   0

0 −(ε + d) − λ        
ρb

d
                     0

0
0

ε
0

−(γ + d + α) − λ
γ

0
−d − λ

|

|
  

ท าให้ไดว่้า  

((−(ε + d) − λ)(−(d + α + γ) − λ) − (
ερb

d
)) 

                                      (−d − λ)2 = 0                      -----(8) 

จาก d > 0 จะได้ว่ารากลกัษณะเฉพาะของสมการ 
(8)  มีสองค่าซ่ึงส่วนจริงของรากทั้งสองมีค่าเป็นลบ 
ดงันั้นจึงเหลือการพิจารณารากลกัษณะเฉพาะของ  

(−(ε + d) − λ)(−(d + α + γ) − λ) − (
ερb

d
) 

จะเห็นว่า 

(−(ε + d) − λ)(−(d + α + γ) − λ) − (
ερb

d
) 

= (ε + d)(d + α + γ) + (ε + d)λ 

    +(d + α + γ)λ + λ2 − (
ερb

d
) 

= λ2 + ((ε + d) + (d + α + γ))λ 

     +((ε + d)(d + α + γ) − (
ερb

d
)) 

ดงันั้น ถา้พิจารณา 

𝜆2 + ((ε + d) + (d + α + γ))λ 

      +((ε + d)(d + α + γ) − (
ερb

d
)) = 0 

จะเห็นว่ารากลกัษณะเฉพาะสองค่าของสมการน้ีมี
ส่วนจริงเป็นลบ ถา้ 

(ε + d)(d + α + γ) > (
ερb

d
) 

นัน่คือ Rq < 1  จึงสรุปไดว่้าจุดสมดุลท่ีไม่มีเช้ือโรค 
P0  ของระบบสมการ (SEIR)  มีเสถียรภาพก ากับ
เฉพาะท่ี                                                                                             
 จากการศึกษาแบบจ าลองโรคระบาด 
(SEIR) เราจะเห็นได้ว่าในการติดต่อของโรค อีก
ส่วนประกอบหน่ึงท่ีมีความส าคัญนั้ นคือ การ
ควบคุมการติดต่อของโรคโดยการแยกผูท่ี้ติดเช้ือ

ออก เพ่ือไม่ให้เช้ือโรคไดแ้พร่กระจาย ดงันั้นเราจึง
พิจารณาแผนภาพแบบจ าลองโรคระบาด เอส อี ไอ 
คิว อาร์ ดงัรูปที่ 2 
                                                                            κE 
                                                                                          
                                                                     γI 
 
bN      

ρIS

N
     

              εE          δI                  βQ 

  
 
 

        dS                 dE         (d + α1)I  (d + α2)Q     dR 
 

รูปท่ี 2 แบบจ าลองโรคระบาด เอส อี ไอ คิว อาร์ 

โดยท่ีทุกพารามิเตอร์ต่อไปน้ีมีค่าบวก 
         b คือ อตัราของประชากรท่ีเขา้มาในระบบเป็น
ประชากรเส่ียงต่อการติดเช้ือ 
            d คือ อตัราการตายตามธรรมชาติ 
            ρ คือ อตัราการติดเช้ือ 
           ε คือ อตัราของผูท่ี้ติดเช้ือแต่ยงัไม่แสดงอาการ 
กลายไปเป็นผูท่ี้ติดเช้ือและแสดงอาการ 
           κ คื อ  อัต ร าของผู ้ ท่ี ย ัง ไม่ แสดงอาการ
กลายเป็นผูท่ี้หายจากการติดเช้ือแบบมีภูมิคุม้กนั  
          δ คือ อตัราของผูท่ี้ติดเช้ือแลว้ตอ้งคดัแยกไป
เพื่อควบคุมโรค 
          𝛾 คือ อัตราของผูท่ี้ติดเช้ือแล้วกลายเป็นผูท่ี้
หายจากการติดเช้ือแบบมีภูมิคุม้กนั 
         β คือ อตัราของผูท่ี้หายจากการติดเช้ือหลงัจาก
ถูกแยกกกักนัโรค 
         α1 คือ อตัราการตายท่ีเกิดจากการติดเช้ือ 
         α2 คือ อัตราการตายท่ีเกิดจากการติดเช้ือ
ในขณะถูกคดัแยก 

ดังนั้ นจากแบบจ าลอง SEIQR เราจึงได้
แบบจ าลองของระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ต่อไปน้ี 
 

 

S E I R Q 
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    -----(SEIQR) 

 

 

 
เม่ือ N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + Q(t) + R(t)   

 
 เม่ือเราพิจารณาหาจุดสมดุล ณ จุดสมดุลท่ี
ไม่มีเช้ือโรคของ (SEIQR) เขียนแทนดว้ย P0̃ ไดว่้า 
 P0̃ = (

bN

d
, 0,0,0,0)  และจุดสมดุลท่ีมีเช้ือโรค เขียน

แทนดว้ย P∗̃ ไดว่้า P∗̃  = (S∗̃, E∗̃, I∗̃, Q∗̃, R∗̃) เม่ือ 

S∗̃ =
bNRq

−1̃

d
 

E∗̃ =
dN(γ + δ + d + α1)(Rq̃ − 1)

ερ
 

I∗̃ =
dN(Rq̃ − 1)

ρ
 

Q∗̃ =
δdN(Rq̃ − 1)

ρ(β + d + α2)
 

R∗̃

=
dN(βδ + (β + d + α2)(γ + δ + d + α1)κ + (β + d + α2)γ)(Rq̃ − 1)

ρ(β + d + α2)
 

เม่ือ Rq̃ =
(ερ)b

d(ε+d+κ)(γ+δ+d+α1)
  และจุดสมดุล P∗̃  จะ

เกิดขึ้นได ้เม่ือ Rq̃ > 1   
 ต่อจากน้ีเราจะพิจารณาเสถียรภาพก ากับ

เฉพาะท่ี ณ จุดสมดุล P0̃ และ P∗̃  จึงท าให้ได้รับ
ทฤษฎีบทต่อไปน้ี                                  

ทฤษฎีบท 2 ถา้ P0̃ เป็นจุดสมดุลท่ีไม่มีเช้ือโรคของ
ระบบสมการ (SEIQR) และ Rq̃ < 1 แล้วความ
สมดุล ณ จุดสมดุลท่ีไม่มีเช้ือโรคของระบบสมการ 
(SEIQR) จะเสถียรภาพก ากบัเฉพาะท่ี  

พสูิจน์ เราพิจารณาสมการ 
F1 = bN −

ρIS

N
− dS 

F2 =
ρIS

N
− (κ + ε + d)E 

F3 = εE − (γ + δ + d + α1)I 
F4 = δI − (β + d + α2)Q 

F5 = βQ + γI + κE − dR 

จะไดเ้มทริกซ์จาโคเบียน ณ จุดสมดุลใด ๆ คือ 

J =

[
 
 
 
 
 
 −

ρI

N
− d 0 −

ρS

N
    0       0

ρI

N
−φ     

ρS

N
      0      0

0
0
0

ε
0
κ

   

−τ
δ
γ

       0
    −μ
        β

  0
  0
−d]

 
 
 
 
 
 

 

เราพิจารณา ณ จุดสมดุลท่ีไม่มีเช้ือโรค P0̃ นั่นคือ 

แทนค่า P0̃ = (
bN

d
, 0,0,0,0) ลงในเมทริกซ์จาโค-

เบียน จึงไดว่้า 

J(P0̃) =

[
 
 
 
 
 
 −d 0 −

ρb

d
    0       0

0 −φ     
ρb

N
      0      0

0
0
0

ε
0
κ

   

−τ
δ
γ

       0
    −μ
        β

  0
  0
−d]

 
 
 
 
 
 

 

โดยท่ี 
φ = κ + ε + d 
τ = γ + δ + d + α1 
μ = β + d + α2 

ท าให้ได ้สมการลกัษณะเฉพาะ |J(P0̃) − λI| = 0 ว่า  
0 = |J(P0̃) − λI| 

=

|

|

−d − λ 0  −
ρb

d
            0             0

0 −φ − λ      
ρb

N
            0             0

0
0
0

ε
0
κ

     
−τ − λ

δ
γ

          0
    −μ
        β

− λ
0
 0

−d − λ

|

|

 

ท าให้ไดว่้า 
(−d − λ)(−d − λ)(−μ − λ)  

[(−𝜑 − λ)(−τ − λ) −
ρbε

d
] = 0          -----(9) 

จาก d > 0 และ μ > 0 จะได้ว่ารากลกัษณะเฉพาะ
ของสมการ (9)  มีสามค่าซ่ึงส่วนจริงของรากทั้งสาม
มีค่ า เ ป็นลบ ดังนั้ น จึง เหลือการพิจารณาราก
ลกัษณะเฉพาะของ  

(−φ − λ)(−τ − λ) −
ρbε

d
 

จะเห็นว่า 

dS

dt
= bN −

ρIS

N
− dS 

dE

dt
=

ρIS

N
− (κ + ε + d)E 

dI

dt
= εE − (γ + δ + d + α1)I 

dQ

dt
= δI − (β + d + α2)Q 

dR

dt
= βQ + γI + κE − dR 
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(−φ − λ)(−τ − λ) −
ρbε

d

= φτ + φλ + τλ + λ2 −
ρbε

d
 

                                                

= λ2 + (φ + τ)λ + (φτ −
ρbε

d
) 

ดงันั้น ถา้พิจารณา  
λ2 + (φ + τ)λ + (φτ −

ρbε

d
) = 0 

จะเห็นว่ารากลกัษณะเฉพาะทั้งสองค่าของสมการน้ี

มีส่วนจริงเป็นลบ ถ้า φτ >
ρbε

d
 หรือ −(κ + ε +

d)(γ + δ + d + α1) >
ρbε

d
  นั่นคือ Rq̃ < 1 จึงสรุป

ไดว่้า จุดสมดุลท่ีไม่มีเช้ือโรค  P0̃ ของระบบสมการ 
(SEIQR) มีเสถียรภาพก ากบัเฉพาะท่ี                                               

ทฤษฎีบท 3 ถา้ P∗̃ เป็นจุดสมดุลท่ีมีเช้ือโรคของ
ระบบสมการ (SEIQR)  และ Rq̃ > 1  และ 

1. a1 > 0 

2. (a1a2 − a3) > 0 

3. a3(a1a2 − a3) + a1(a5 − a1a4) > 0  

4. (a1a2 − a3)(a3a4 − a2a5) 
+(a1a4 − a5)(a5 − a1a4) > 0 

5. a5[(a1a2 − a3)(a3a4 − a2a5)] 
+a5[(a1a4 − a5)(a5 − a1a4)] > 0 

แลว้ความสมดุล ณ จุดสมดุลท่ีมีเช้ือโรคของระบบ
สมการ (SEIQR) จะเสถียรภาพก ากบัเฉพาะท่ี 

พิสูจน์ เมทริกซ์จาโคเบียน ณ จุดสมดุลท่ีมีเช้ือโรค 
P∗̃  นั่นคือ แทนค่า P∗̃ = (S∗̃, E∗̃, I∗̃, Q∗̃, R∗̃) ลงใน    
เมทริกซ์จาโคเบียนของระบบสมการ (SEIQR) จะ
ไดว่้า 

J(P∗̃) =

[
 
 
 
 
 
 
 −

ρI∗̃

N
− d 0 −

ρS∗̃

N
    0       0

ρI∗̃

N
−φ     

ρS∗̃

N
      0     0

0
0
0

ε
0
κ

   

−τ
δ
γ

       0
    −μ
        β

  0
  0
−d]

 
 
 
 
 
 
 

 

ท าให้ไดส้มการลกัษณะเฉพาะ |J(P∗̃) − λI| = 0 ว่า 

0 = |J(P∗̃) − λI|    

=

|

|

|
−

ρI∗̃

N
− d − λ 0 −

ρS∗̃

N
              0            0

ρI∗̃

N
−φ − λ     

ρS∗̃

N
              0            0

0
0
0

ε
0
κ

   
−τ − λ

δ
γ

        0
    −μ − λ

        β

     0
     0

−d − λ

|

|

|

 

ท าให้ไดว่้า 

  0 = λ5 + a1λ
4 + a2λ

3 + a3λ
2 + a4λ + a5    -----(10) 

โดยท่ี  

a1 = (d + μ) + (
ρI∗̃

N
+ d) + (φ + τ) 

a2 =
ρS∗̃ε

N
+ dμ + (d + μ)(

ρI∗̃

N
+ d) 

         +(d + μ)(φ + τ) + (φ + τ)(
ρI∗̃

N
+ d) + φτ 

a3 = dμ(
ρI∗̃

N
+ d) 

         +(
ρS∗̃ε

N
+ φτ)(

ρI∗̃

N
+ d + μ + d) 

         +(
ρI∗̃

N
)(

ρS∗̃ε

N
) + (d + μ)(φ + τ) (

ρI∗̃

N
+ d) 

a4 = dμ(φ + τ)(
ρI∗̃

N
+ d) + (d + μ)(

ρI∗̃

N
)(

ρS∗̃ε

N
) 

          +(d + μ) (
ρI∗̃

N
+ d)(

ρS∗̃ε

N
+ φτ) 

          +dμ(
ρS∗̃ε

N
+ φτ) 

a5 = dμ [(
ρI∗̃

N
)(

ρS∗̃ε

N
) + (

ρI∗̃

N
+ d)(

ρS∗̃ε

N
+ φτ)] 

จากเมทริกซ์เฮอร์วิทซ์ ส าหรับ n = 5  เน่ืองจาก
สมมติฐานขอ้ 1-5 ท าให้ไดว่้าทุกรากลกัษณะเฉพาะ
ของสมการ (10) มี Re(λi) < 0 เม่ือ i = 1,2,3,4,5 จึง
สรุปไดว่้าจุดสมดุลท่ีมีเช้ือโรค P∗̃ ของระบบสมการ
(SEIQR) มีเสถียรภาพก ากบัเฉพาะท่ี                 

หมายเหตุ จากการสร้างแบบจ าลอง เอส อี ไอ คิว 
อาร์ นั้น ถา้เราก าหนดให้ κ = 0, 𝛿 = 0 และ β = 0   

แลว้แบบจ าลองดงักล่าวจะกลบัไปเป็นแบบจ าลอง 
เอส อี ไอ อาร์ นัน่เอง 
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4. สรุปผลการวิจัย 
จากงานวิจยัน้ีเราไดพิ้จารณาหาจุดสมดุลท่ี

ไม่ มี เ ช้ือโรค  และจุดสมดุล ท่ี มี เ ช้ือโรค  ของ
แบบจ าลองโรคระบาด เอส อี ไอ อาร์ และ เอส อี 
ไอ คิว อาร์ พร้อมทั้ งหาความเสถียรภาพก ากับ
เฉพาะท่ีของจุดสมดุลเหล่านั้น โดยจะเห็นว่าถา้ค่า
สืบพนัธ์ุพ้ืนฐานน้อยกว่า 1 แล้ว แบบจ าลองโรค
ระบาดทั้ง เอส อี ไอ อาร์ และ เอส อี ไอ คิว อาร์ จะ
มีเสถียรภาพก ากับเฉพาะท่ี ณ จุดสมดุลท่ีไม่มีเช้ือ
โรค และถ้าค่าสืบพันธ์ุพ้ืนฐานมากกว่า 1  และ
สอดคลอ้งกบัเมทริกซ์เฮอร์วิทซ์ ส าหรับ n = 5 นั้น 
แบบจ าลองโรคระบาดเอส อี ไอ คิว อาร์ จะมี
เสถียรภาพก ากับเฉพาะท่ี ณ จุดสมดุลท่ีมีเช้ือโรค 
นอกจากน้ีถ้าแบบจ าลองโรคระบาดเอส อี ไอ คิว 
อ า ร์  ใ ห้  κ = 0, δ = 0 และ  β = 0  แ ล้ ว  จ ะ ได้
แบบจ าลองโรคระบาด เอส อี ไอ อาร์ ซ่ึงแนวทาง
ในการ วิจัยต่ อไปนั้ นผู ้ ท่ี สนใจอาจค า นึ ง ถึ ง
องค์ประกอบอื่น ๆ ท่ีมีผลต่อการระบาดของโรค 
ไดแ้ก่ การรณรงคใ์ห้ความรู้เก่ียวกบัโรค ประชากร
นกัท่องเท่ียว เป็นตน้ 
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