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ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 2( 3 )x yp p n z+ + =  เมื่อ , 3p p n+  เป็นจำนวน

เฉพาะ และ n  เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
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บทคัดย่อ 
บทความวิจัยนี้เราศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 2( 3 )x yp p n z+ + =  เมื่อ , , ,x y z n  เป็นจำนวนเต็มที่

ไม ่ เป ็นลบ, , 3p p n+ เป ็นจำนวนเฉพาะ เราพบว ่าเม ื ่อ 1(mod 3)p   สมการน ี ้ ไม ่ม ีผลเฉลย ถ้า 

0(mod 3)p   แล้วสมการนี้มีผลเฉพาะเมื่อ 3p =  เท่านั้น สำหรับกรณี 2(mod 3)p   และ 3x y+   

ส ม ก า ร น ี ้ ม ี ผ ล เ ฉ ล ย เ ป ็ น    (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝, 𝑛) = (0,3,3,2,0), (3,0,3,2, 𝑛), (1,1, √2𝑝 + 3𝑛, 𝑝, 𝑛),

(2,1, √𝑝2 + 𝑝 + 3𝑛, 𝑝, 𝑛) สำหรับบางจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ n และ   เป็นจำนวนเต็มบวก นอกจากน้ี
เราได ้หาผลเฉลยท ี ่ เป ็นจำนวนเต ็มท ี ่ ไม ่ เป ็นลบของสมการไดโอแฟนไทน ์ 23 3x y z+ =  ซ ึ ่ งก ็คือ 
( ) ( ), , 2 ,2 1,2 3kx y z k k= +   เมื่อ k  เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 

คำสำคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์, ผลเฉลย, จำนวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ, จำนวนเฉพาะ 

Abstract 
 This paper, we studied the Diophantine equation 𝒑𝒙 + (𝒑 + 𝟑𝒏)𝒚 = 𝒛𝟐 where , , ,x y z n  
are non-negative integers,  , 3p p n+  are prime numbers. We found that this equation has no 

solutions when 1(mod 3)p  , if 0(mod 3)p  , this equation has a solution only if 3p = . In 

case 2(mod 3)p   and 3x y+  , the solutions of this equation are 

(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝, 𝑛) = (0,3,3,2,0), (3,0,3,2, 𝑛), (1,1, √2𝑝 + 3𝑛, 𝑝, 𝑛), (2,1, √𝑝2 + 𝑝 + 3𝑛, 𝑝, 𝑛) for some non-
negative integers n  and √2𝑝 + 3𝑛, √𝑝2 + 𝑝 + 3𝑛 are positive integers. Additionally, we find the 
non-negative integer solutions of the Diophantine equation 3𝑥 + 3𝑦 = 𝑧2 , that is (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(2𝑘, 2𝑘 + 1,2 ⋅ 3𝑘) where k  is a non-negative integer. 

Keyword: Diophantine equation, Solution, Non-negative integer, Prime number 
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1. บทนำ 
 หลายทศวรรษที่ผ่านมามีผู้ให้ความสนใจ
ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์เป็นจำนวนมาก โดย
ผู้วิจัยสนใจศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์รูปแบบต่าง ๆ 
ว่ามีผลเฉลยหรือไม่ และมีผลเฉลยเป็นอย่างไร ในปี 
ค.ศ. 2007 Acu D. [1] ได้หาผลเฉลยของสมการได
โอแฟนไทน์ 22 5x y z+ =  พบว่าสมการนี้มีผลเฉลย
ที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียง 2 ผลเฉลย คือ 
( , , ) (3, 0, 3)x y z =  และ (2,1, 3)  ต ่อมาใน ค.ศ. 
2013 Chotchaistit S. [2] ได้ศึกษาสมการไดโอแฟน
ไทน์ 22 11x y z+ =  ผลจากการศึกษาพบว่าผล
เฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว
ของสมการน ี ้  ค ื อ  ( , , ) (3, 0, 3)x y z =  ป ีถ ัดมา 
Sroysang B. [3] ได้สนใจศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 

27 31x y z+ =  เม ื ่อ ,x y  และ z  เป ็นจำนวน
เต็มที่ไม่เป็นลบ พบว่าสมการนี้ไม่มีผลเฉลย หลังจาก
นั ้นในปี ค.ศ. 2019 Sugandha, A.,  Tripena A., 
และ Prabowo A. [4] ได้ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 

213 31x y z+ =  คณะผู้วิจัยพบว่าสมการนี้ไม่มีผล
เฉลย ,x y  และ z  ที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
ต่อมาในปี ค.ศ. 2021 Paisal K. และ Chayaph P. 
[5] ได้สนใจสมการไดโอแฟนไทน์ 2 สมการ ได้แก่ 

217 83x y z+ =  แ ล ะ  229 71x y z+ =  ผ ล จ า ก
การศึกษาพบว่าทั้งสองสมการนี้มีผลเฉลย ,x y  และ 
z  ที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลยเดียว 
คือ (1,1,10)  และปี ค.ศ. 2023 Vesarachasart S., 
Eiemrawd C., Thiengtham S.  และคณะ [6] ได้
ศึกษาและทำการพิสูจน์ว่า สมการไดโอแฟนไทน์ 

2( 12)x yp p z+ + =  เมื ่อ , 12p p +  เป็นจำนวน
เฉพาะ ไม่มีผลเฉลย ,x y  และ z  ที่เป็นจำนวนเต็ม
บวก ยกเว ้นกรณี 11p =  สมการน ี ้ม ีผลเฉลย 
( , , )x y z  คือ (2,1,12)    
 จากการสังเกตจะเห็นได้ว่า สมการไดโอ
แฟนไทน์ข้างต้นอยู่ในรูปแบบ 2x yp q z+ =  โดยที่ 
p  และ q  เป็นจำนวนเฉพาะที ่ 3q p k= +  เมื่อ 

k  เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ดังความสัมพันธ์ใน
สมการต่อไปนี้  
สำหรับสมการ 22 5x y z+ =  พบว่า 5 2 3(1)= + , 

ส ม ก า ร  22 11x y z+ =  พ บ ว ่ า  11 2 3(3)= + , 

สมการ  27 31x y z+ =  พบว ่ า  31 7 3(8)= + , 

สมการ 213 31x y z+ =  พบว่า 31 13 3(6)= + , 

สมการ 217 83x y z+ =  พบว่า 83 17 3(22)= + , 

สมการ 229 71x y z+ =  พบว่า 71 29 3(14)= + , 

ส่วนสมการ 2( 12)x yp p z+ + =  สามารถเขียนได้

เป็น 2( 3(4))x yp p z+ + =  นั่นเอง  
ในบทความวิจัยนี้จึงสนใจศึกษาสมการได

โอแฟนไทน์ 2( 3 )x yp p n z+ + =  เม ื ่อ n  เป็น
จำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบและ , 3p p n+  เป็นจำนวน
เฉพาะ ผลจากการศึกษาพบว่าผลเฉลยของสมการนี้
ยังคงครอบคลุมผลการศึกษาที่ได้เคยมีผู ้ศึกษามา
ก่อนหน้านี้ [1-5] สำหรับในการพิจารณาหาผลเฉลย
ของสมการไดโอแฟนไทน์  𝒑𝒙 + (𝒑 + 𝟑𝒏)𝒚 = 𝒛𝟐 นี้
เราอาศัยสมบัติพื ้นฐานทางทฤษฎีจำนวน และยัง
อาศัยข้อคาดการณ์คาตาลันซึ่งกล่าวไว้ในบทตั้ง 1.1 
ดังนี ้
บทตั ้ง 1.1  ข้อคาดการณ์คาตาลัน (Catalan’s 
Conjecture) [7] กล่าวว่า ( , , , ) (3, 2, 2, 3)x y p q =  
เป็นเพียงผลเฉลยเดียวเท่านั ้นของสมการ 𝑥𝑝 −

𝑦𝑞 = 1 เ ม ื ่ อ  𝑥, 𝑦, 𝑝, 𝑞 เ ป ็ น จ ำ น ว น เ ต ็ ม ที่  
 max , , , 1x y p q    

 สำหรับข้อคาดการณ์คาตาลันนี้ได้ถูกพิสูจน์
แล้วโดย P. Mihailescu [1] ในปี ค.ศ. 2004 และ
อาศัยผลจากบทตั้ง 1.1 นี้มาช่วยในการพิสูจน์เพื่อหา
ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 

2( 3 )x yp p n z+ + =  เมื่อ 2(mod 3)p   

นอกจากบทตั้ง 1.1 แล้วยังอาศัยสมบัติซึ่งได้พิสูจน์ไว้
ในบทตั้ง 1.2 เพื่อช่วยในการพิสูจน์การหาผลเฉลย
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ของสมการไดโอแฟนไทน์นี้ในกรณี 0(mod 3)p   

อีกด้วย สำหรับบทตั้ง 2.1 ได้พิสูจน์ไว้ดังน้ี 
บทต้ัง 1.2  ถ้า m  เป็นจำนวนเต็ม แล้วได้ว่า 

(1)  3 1(mod 4)m   เมื่อ m  เป็นจำนวนเตม็คู ่

(2)  3 3(mod 4)m   เมื่อ m  เป็นจำนวนเตม็คี ่

พิสูจน์ สมมติให้ m  เป็นจำนวนเต็ม 
กรณี (1)  ถ้า m  เป็นจำนวนเต็มคู่ แล้วมีจำนวนเต็ม 
k  ที่ทำให้ 2m k=  เนื่องจาก 9 1(mod 4)  จึง

ได้ว่า 23 3 9 1(mod 4)m k k= =   

กรณี (2)  ถ้า m  เป็นจำนวนเต็มคี่ แล้วมีจำนวนเต็ม 
k  ที่ทำให้ 2 1m k= +  เนื่องจาก 9 1(mod 4)  

จึงได้ว่า  2 13 3 (9 )(3) 3(mod 4)m k k+= =   

  
2. ผลการวิจัย 
 พิจารณาสมการไดโอแฟนไทน์  

2( 3 )x yp p n z+ + =   (1) 
เมื่อ , , ,x y z n  เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ โดยที่ ,p  

3p n+  เป็นจำนวนเฉพาะ พิจารณาสมการ (1) โดย
แบ่งการพิจารณาออกเป็น 3 กรณี ได้แก่  
กรณี 1 1(mod 3)p  ,  

กรณี 2 0(mod 3)p   

และ กรณี 3 2(mod 3)p   

โดยเริ่มต้นพิจารณาจากกรณี 1 ถ้า 1(mod 3)p   

ก่อน ซึ่งผลจากการศึกษาพบว่า กรณีนี้สมการไดโอ
แฟนไทน์  (1) ไ ม ่ ม ี ผล เฉลย ส ่ วนกรณี  2  ถ้ า 

0(mod 3)p   แล ้ ว ได้ ว ่ า  3p =  และ 0n =  

พบว ่ าสมการ ได โอแฟนไทน์  (1) จะอย ู ่ ในรูป 
23 3x y z+ =  ผลจากการศึกษาได้ว่า สมการนี้มี

หลายผลเฉลยซึ่งได้พิสูจน์ไว้แล้วในทฤษฎีบท 2.1 
และทฤษฎีบท 2.2  

ทฤษฎีบท 2.1  สมการไดโอแฟนไทน์ (1) ไม่มีผล
เฉลย เมื่อ 1(mod 3)p    

พิสูจน์ เ น ื ่ อ ง จ า ก  1(mod 3)p   จ ึ ง ไ ด ้ ว่ า 

3 1(mod 3)p n+   ทำให้ 

  ( 3 ) 2(mod 3)x yp p n+ +    

แต่ 2 0,1(mod 3)z   จึงเกิดข้อขัดแย้ง 

ทฤษฎีบท 2.2  สมการไดโอแฟนไทน์ 23 3x y z+ =  
มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ คือ 

( ) ( ), , 2 ,2 1,2 3kx y z k k= +   

เมื่อ k  เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
พิสูจน์ พิจารณาสมการไดโอแฟนไทน์ 
 23 3x y z+ =     (2) 
ถ้า x y=  แล้วจากสมการ (2) จะได้ 22 3x z =  
ทำให้ z  เป็นจำนวนเต็มคู่ จึงได้ว่า มีจำนวนเต็ม m  
ที่ไม่เป็นลบที่ 2z m=  และได้ว่า 22 3 4x m =  นั่น
คือ 23 2x m=  ซึ่งเกิดข้อขัดแย้ง ดังนั้น x y  ซึ่ง
สามารถแบ่งการพิจารณาออกเป็น 3 กรณี ดังนี้ 
กรณี 1  ถ้า x  และ y  เป็นจำนวนเต็มคู่ แล้วโดย
บทตั้ง 1.2 (1) ได้ว่า  

3 1(mod 4)x   และ 3 1(mod 4)y   

จ ึ งท ำ ให ้  3 3 2(mod 4)x y+   แต ่ เ น ื ่ อ งจาก 
2 0,1(mod 4)z   จึงเกิดข้อขัดแย้ง กรณีนี้สมการ 

(2) จึงไม่มีผลเฉลย 
กรณี 2  ถ้า x  และ y  เป็นจำนวนเต็มคี่ แล้วจาก
บทตั้ง 1.2 (2) ได้ว่า  

3 3(mod 4)x   และ 3 3(mod 4)y   

ทำให้ 3 3 6 2(mod 4)x y+    จึงเกิดข้อขัดแย้ง 

ดังนั้นกรณีนี้ทำให้สมการ (2) ไม่มีผลเฉลย 
กรณี 3  สมมติ x  เป็นจำนวนเต็มคู่ และ y  เป็น
จำนวนเต ็มค ี ่  ได ้ว ่ า  2x a=  และ 2 1y b= +  
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สำหรับบางจำนวนเต็มที ่ไม ่เป ็นลบ a  และ b  
ดังนั้น 

2 1 2 23 3 ( 3 )( 3 )b a a az z z+ = − = − +  
จึงได้ว่า มีจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ,r s  ที่ 0 r s   
ซ ึ ่ งทำให ้  3 3a rz − =  และ 3 3a sz + =  โดยที่  

2 1r s b+ = +  และเราได้ว่า  
2 3 3 3 3 (3 1)a s r r s r− = − = −  (3) 

ถ้า 0a =  แล้วจาก (3) ได้ 0r =  และ 3 3s r− =  
ทำให้ 1s =  และ 0b =  จึงได ้ว ่า 0, 1x y= =  
และ 2z =  ดังนั ้นสำหรับกรณี 0a =  พบว่าผล
เฉลยของสมการ (2) คือ ( , , ) (0,1, 2)x y z =   
ถ้า 0a   แล้วจาก (3) ได้ r a=  และ 1s a= +  
เนื่องจาก 2 1r s b+ = +  จึงได้ a b=  จึงทำให้ได้
ว ่า 2 ,x a=  2 1y a= +  และ 2 3az =   ด ังนั้น
สำหรับกรณีนี้สรุปได้ว่าสมการ (2) มีผลเฉลยเป็น 
( , , ) (2 , 2 1, 2 3 )ax y z a a= +   
ส่วนกรณี x  เป็นจำนวนเต็มคี่ และ y  เป็นจำนวน
เต็มคู่นั้น เราสามารถพิสูจน์ได้ในทำนองเดียวกับกรณี 
3 ข้างต้น 
ต่อไปจะพิจารณาสมการไดโอแฟนไทน์ (1) สำหรับ
กรณีสุดท้าย คือ 2(mod 3)p   ในที่นี้จะพิจารณา 

,x y  และ z  ที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่จำนวนเต็มลบ
ซึ่ง 3x y+   ผลจากการศึกษาพบว่าสมการไดโอ
แฟนไทน์ (1) มีหลายผลเฉลยเป็นดังพิสูจน์ไว ้ใน
ทฤษฎีบท 2.3 ซึ่งจะกล่าวถึงต่อไป 
ทฤษฎีบท 2.3  ผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 
(1) เม ื ่อ 2(mod 3)p   เป ็นจำนวนเฉพาะและ 

3x y+   คือ  

( ) ( )2

( , , , , ) (0, 3, 3, 2, 0),(3, 0, 3, 2, ),

1,1, 2 3 , , , 2,1, 3 , ,

x y z p n n

p n p n p p n p n

=

+ + +
 

สำหรับบางจำนวนเต็ม n  ที่ไม่เป็นจำนวนเต็มลบ, 
, 3p p n+  เป ็นจำนวนเฉพาะ และ 2 3 ,p n+  

2 3p p n+ +  เป็นจำนวนเต็มบวก 
พิสูจน์  แบ่งการพิจารณาออกเป็น 3 กรณี ได้แก่  
กรณี 1 0x =   
กรณี 2 0y =   
และ กรณี 3 , 0x y    
กรณี 1  สมมติ 0x =  จากสมการ (1) จะได้  

2 ( 3 ) 1yz p n− + =  

ถ้า 0y =  แล้วทำให้ 2 2z =  จึงเกิดข้อขัดแย้ง 
ดังนั้น 1y   แบ่งพิจารณาเป็น 2 กรณีย่อย ได้แก่ 
กรณี 1.1. 1y    
และ    กรณี 1.2. 1y =  
กรณี 1.1. ถ้า 1y   แล้วโดยอาศัยบทตั้ง 1.1 ได้ว่า 

3 ,y z= = 3 2p n+ =  ทำให้ 0, 2n p= =   จึง

ได้ว่า ( , , , , ) (0, 3, 3, 2, 0)x y z p n =  เป็นผลเฉลยของ
สมการไดโอแฟนไทน์ (1)   
กรณี 1.2. ถ้า 1y =  แล้วจะได้ 

 23 1 ( 1)( 1)p n z z z+ = − = − +  เ น ื ่ อ ง จ า ก 
3p n+ เป็นจำนวนเฉพาะ จึงทำให้ 1 1z − =   และ 
1 3z p n+ = +  ด ั ง น ั ้ น ไ ด้  2z =  แ ล ะ 
3 3p n+ =  ซึ่งจะได้ 3p =  จึงเกิดข้อขัดแย้ง 

กรณี 2  สมมติ 0y =  จากสมการไดโอแฟนไทน์ 

(1) จะได้ 2 1xz p− =  ถ้า 0x =  แล้วทำให้ได้ 
2 2z =  ซึ ่งเกิดข้อขัดแย้ง ดังนั ้น 1x   จึงแบ่ง

พิจารณาเป็น 2 กรณีย่อยเช่นกัน ได้แก่ 
 กรณี 2.1. 1x   
และ       กรณี 2.2. 1x =  
กรณี 2.1. ถ้า 1x   แล้วอาศัยบทตั้ง 1.1 ทำให้ได้ 

3x z= =  และ 2p =  ดังนั้นสำหรับกรณีนี้สมการ
ได ้โอแฟนไทน์ (1) มีผลเฉลย ( , , , , )x y z p n  เป็น  
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(3, 0, 3, 2, )n  เมื ่อ n  เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ
และ 2 3n+  เป็นจำนวนเฉพาะ 
กรณี 2.2. ถ้า 1x =  แล้วได้ว่า  

2 1 ( 1)( 1)p z z z= − = − +  
เนื่องจาก p  เป็นจำนวนเฉพาะ จึงได้ 2z =  และ 

3p =  ซึ่งทำให้เกิดข้อขัดแย้ง สำหรับกรณีนี้ทำให้
สมการไดโอแฟนไทน์ (1) ไม่มีผลเฉลย 
กรณี 3  สมมติให้ x  และ y  เป็นจำนวนเต็มบวก 
โดยที่ 3x y+   สามารถแบ่งการพิจารณาได้เพียง 
2 กรณี ได้แก่ กรณี 1x =  หรือ 2x =  ส่วนกรณี
ถ้าให้ 3x =  แล้วทำให้ได้ 0y =  นั้นได้พิสูจน์ไป
แล้วในกรณี 2.1. 
กรณี 3.1. สมมติให้ 1x =  สามารถแบ่งพิจารณา
เป็นกรณีย่อยได้อีก 2 กรณีย่อย ได้แก่ กรณี 3.1.1. 

1y =  และกรณี 3.1.2. 2y =  
กรณี 3.1.1. ถ้า 1y =  แล้วจากสมการไดโอแฟน

ไ ท น์  (1) จ ะ ไ ด ้  22 3p n z+ =  จ ึ ง ท ำ ใ ห้  

2 3z p n= +  ดังนั้นสมการไดโอแฟนไทน์(1) มีผล

เฉลย เป ็ น  ( )( , , , , ) 1,1, 2 3 , ,x y z p n p n p n= +  

สำหรับบางจำนวนเต็ม n ที่ไม่เป็นลบ, , 3p p n+  

เป็นจำนวนเฉพาะ และ 2 3p n+  เป็นจำนวนเต็ม
บวก 
กรณี 3.1.2. ถ้า 2y =  แล้วจากสมการไดโอแฟน
ไทน์ (1) ได้ว่า 
 2 2 29 (6 ) ( )z n p n p p= + + +   

เนื่องจาก 2 29 (6 ) ( )n p n p p+ + +  ไม่เป็นจำนวน

เต็ม จึงทำให้เกิดข้อขัดแย้ง ดังนั ้นสำหรับกรณีนี้
สมการไดโอแฟนไทน์ (1) จึงไม่มีผลเฉลย 
กรณี 3.2. สมมติให้ 2x =  จึงเหลือกรณีที่เป็นไปได้ 
คือ 1y =  จากสมการ (1) จึงได้ 2 23p p n z+ + =  

ทำ ให ้ ไ ด ้  2 3z p p n= + +  ด ั งน ั ้ นผล เฉลย 
( , , , , )x y z p n  ของสมการไดโอแฟนไทน์  (1) คือ 

( )22,1, 3 , ,p p n p n+ +  สำหรับบางจำนวนเต็ม

n ที่ไม่เป็นลบ, , 3p p n+  เป็นจำนวนเฉพาะและ 
2 3p p n+ + เป็นจำนวนเต็มบวก 

จากกรณี 1-3 ข้างต้น พบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ (1) 
มีผลเฉลย ดังน้ี 
ถ้า 0x =  แล้วสมการไดโอแฟนไทน์ (1) มีเฉลย
เดียว คือ  ( , , , , ) (0, 3, 3, 2, 0)x y z p n =  
ถ้า 0y =  แล้วสมการไดโอแฟนไทน์ (1) มีผลเฉลย
เ ป ็ น  ( , , , , ) (3, 0, 3, 2, )x y z p n n=  ส ำ ห ร ั บ บ า ง
จำนวนเต็ม n ที่ไม่เป็นลบและ 2 3n+  เป็นจำนวน
เฉพาะ 
ส่วนกรณี 1y =  สมการไดโอแฟนไทน์ (1) มีผล
เฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ( , , , , )x y z p n  คือ 

( ) ( )21,1, 2 3 , , , 2,1, 3 , ,p n p n p p n p n+ + +  

สำหรับบางจำนวนเต็ม n ที่ไม่เป็นลบ, , 3p p n+  

เป็นจำนวนเฉพาะและ 2 3 ,p n+ 2 3p p n+ +  

เป็นจำนวนเต็มบวก  
บทแทรก 2.4 สมการไดโอแฟนไทน์ 22 5x y z+ =  
มีผลเฉลย ( , , )x y z  ที ่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ
เพียง 2 ผลเฉลย คือ (3, 0, 3)  และ (2,1, 3)   
พิสูจน์ อาศัยทฤษฎีบท 2.3 ให้ 1n =  ได้ผลเฉลย 
คือ ( , , ) (3, 0, 3)x y z =  และ ( , , ) (2,1, 3)x y z =  
เห็นได้ว่าบทแทรก 2.4 เป็นผลที่ได้มาจากทฤษฎีบท 
2.3 และเรายังพบว่าผลเฉลยตรงกับท่ี Acu D. [1] ได้
เคยพิสูจน์ไว้ปี ค.ศ. 2007 
บ ท แ ท ร ก  2.5 ส ม ก า ร ไ ด โ อ แ ฟ น ไ ท น์  

211 23x y z+ =  มีผลเฉลย ( , , )x y z  ที่เป็นจำนวน
เต ็มที ่ไม ่เป ็นลบเพียงผลเฉลยเด ียวเท่านั ้น คือ 
(2,1,12)   
พิสูจน์ อาศัยทฤษฎีบท 2.3 ให ้ 4n =  ได ้ว่า 

2, 1x y= =  และ 12z =   
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 จากบทแทรก 2.5 และผลจากการศึกษา
สมการไดโอแฟนไทน์ 2( 12)x yp p z+ + =  ในปี 
ค.ศ. 2023 [6] จึงได้ข้อสรุปว่าสมการนี ้มีผลเฉลย 
( , , )x y z  ที ่เป็นจำนวนเต็มบวกเพียงผลเฉลยเดียว 
คือ (2,1,12)  

บทแทรก 2.6 สมการไดโอแฟนไทน์ 22 11x y z+ =  
มีผลเฉลย ( , , )x y z  ที ่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ
เพียงผลเฉลยเดียว คือ (3, 0, 3)  
พิสูจน์ เป็นผลที่ได้จากทฤษฎีบท 2.3 ให้ 3n =   
 และยังพบว่าผลเฉลยในบทแทรก 2.6 ตรง
กับการศึกษาของ Chotchaisthit S. [2] ในปี ค.ศ. 
2013 เช่นกัน 
บทแทรก 2.7 สมการไดโอแฟนไทน์ 27 31x y z+ =  
ไม่มีผลเฉลย ( , , )x y z  ที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
พิสูจน์ เป็นผลจากทฤษฎีบท 2.1 และเนื่องจาก 
7 1(mod 3)   

บทแทรก 2.8 สมการไดโอแฟนไทน์ 213 31x y z+ =  
ไม่มีผลเฉลย ( , , )x y z  ที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
พิสูจน์ เป็นผลจากทฤษฎีบท 2.1 และเนื่องจาก 
13 1(mod 3)  

 จะเห็นได้ว่าบทแทรก 2.7 นี้เป็นไปตาม
การศึกษาของ Sroysang B. [3] ในปี ค.ศ. 2014 
ทำนองเดียวกันบทแทรก 2.8 เป็นจริงตามการพิสูจน์
ของ Sugandha A., Tripena A. และ Prabowo A. 
[4] ซึ่งคณะผู้วิจัยได้เคยศึกษาไว้ในปี ค.ศ. 2019  
บทแทรก 2.9 สมการไดโอแฟนไทน์ 

217 83x y z+ =  และ 229 71x y z+ =  
มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบเพียงผลเฉลย
เดียว คือ ( , , ) (1,1,10)x y z =   
พิสูจน์ เป ็นผลจากทฤษฎีบท 2.3 ให ้  22n =  
และ 14n =  ตามลำดับ 

 พบว่าบทแทรก 2.9 นี้เป็นไปตามการศึกษา
ของ Paisal K. และ Chayapham P. [5] ซึ่งทั้งสอง
ท่านได้ศึกษาไว้ในปี ค.ศ. 2021 เช่นกัน 
 
3.บทสรุปและอภิปรายผล 
 จากการศ ึกษาสมการไดโอแฟนไทน์  

2( 3 )x yp p n z+ + =  เมื ่อ , , ,x y z n  เป็นจำนวน
เต็มที่ไม่เป็นลบและ , 3p p n+  เป็นจำนวนเฉพาะ 
เราพบว่า สมการนี้มีผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่ไม่
เป็นจำนวนเต็มลบเฉพาะกรณี 0(mod 3)p   และ 

กรณี 2(mod 3)p   และพบว่าสมการนี ้ไม่มีผล

เฉลยในกรณี 1(mod 3)p    

ถ้า 0(mod 3)p   แล้วผลเฉลยที่เป็นจำนวนเต็มที่

ไม ่ เป ็นลบ ( ), ,x y z  ของสมการไดโอแฟนไทน์  
23 3x y z+ =  ค ื อ  ( )2 ,2 1,2 3kk k +  เ ม ื ่ อ  k  

เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
 ถ้า 2(mod 3)p   แล้วสมการไดโอแฟน

ไทน์ 2( 3 )x yp p n z+ + =  มีหลายผลเฉลย เมื่อ 
, , ,x y z n  เป ็นจำนวนเต ็มท ี ่ ไ ม ่ เป ็นลบโดยที่   

3x y+   และ , 3p p n+  เป็นจำนวนเฉพาะ ซึ่ง
ผลเฉลยของสมการนี้เป็นดังน้ี  

( ) ( )2

( , , , , ) (0, 3, 3, 2, 0),(3, 0, 3, 2, ),

1,1, 2 3 , , , 2,1, 3 , ,

x y z p n n

p n p n p p n p n

=

+ + +
 

สำหรับบางจำนวนเต็มที่ไม่เป็นลบ n , ,p  3p n+

เป็นจำนวนเฉพาะและ 2 3 ,p n+  2 3p p n+ +  

เป็นจำนวนเต็มบวก 
นอกจากนี ้ยังเห็นได้ว่า ผลจากการศึกษานี้ยังคง
สอดคล้องกับผลการศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์บาง
สมการที่ได้เคยมีผู้ศึกษาวิจัยและพิสูจน์มาก่อนหน้า
แล้วด้วย 
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 สำหรับตัวอย่างผลเฉลยของสมการไดโอ
แฟนไทน์ 2( 3 )x yp p n z+ + =  เม ื ่อ , 3p p n+  
เป็นจำนวนเฉพาะ และ n  เป็นจำนวนเต็มที่ไม่เป็น
ลบ ในกรณีต่าง ๆ เป็นดังตารางต่อไปนี้ 

ตารางที่ 1 กรณี 0(mod 3)p   และ 0n =   

x  y  z  p  n  
0 1 2 3 0 
2 3 6 3 0 
4 5 18 3 0 
x  y  z  p  n  
6 7 54 3 0 
8 9 162 3 0 
10 11 486 3 0 

      
 
ตารางที่ 2 กรณี 2(mod 3)p   และ 3x y+ 

เมื่อ 0x =  และ 3y =   
x  y  z  p  n  
  0 3 3 2 0 

 
ตารางที่ 3 กรณี 2(mod 3)p   และ 3x y+   

เมื่อ 1x =  และ 1y =  
x  y  z  p  n  
1 1 2 2 0 
1 1 25 2 7 
1 1 49 2 15 
1 1 64 11 14 
1 1 64 23 6 
     

 
 
 
 
 

ตารางที่ 4 กรณี 2(mod 3)p   และ 3x y+   

เมื่อ 2x =  และ 1y =  
x  y  z  p  n  
2 1 3 2 1 
2 1 6 5 2 
2 1 12 11 4 
2 1 24 23 8 
2 1 30 29 10 
x  y  z  p  n  
2 1 42 41 14 
     

 
ตารางที่ 5 กรณี 2(mod 3)p   และ 3x y+   

เมื่อ 3x =  และ 0y =  
x  y  z  p  n  
3 0 3 2 0 
3 0 3 2 1 
3 0 3 2 3 
3 0 3 2 5 
3 0 3 2 7 
3 0 3 2 9 
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