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บทคัดยอ 

 บทความวิจัยนี้นำเสนอการวิเคราะหและประเมินสมรรถนะของตัวควบคุมแบบ Linear Quadratic Regulator 

(LQR) ซึ่งสังเคราะหจากแบบจำลองเชิงเสน แลวนำไปประยุกตใชในการรกัษาเสถียรภาพของระบบลูกตุมกลับหัวบนรถขับ

เคลื่อนที่มีพลวัตไมเชิงเสนในกรอบเวลาแบบไมตอเน่ือง โดยมุงศึกษาผลกระทบของความไมเปนเชิงเสนท่ีมีตอความแมนยำ

และความทนทานของระบบ ผานการจำลองเปรียบเทียบการตอบสนองระหวางแบบจำลองเชิงเสนและไมเปนเชิงเสนที่มุม

เริ่มตน 15 องศา และ 30 องศา ผลการศึกษาชี้ใหเห็นวา ที่มุมเริ่มตน 15 องศา การตอบสนองของทั้งสองแบบจำลองมี

ความสอดคลองกัน ในขณะที่ที่มุมเริ่มตน 30 องศา พบความแตกตางของพฤติกรรมระบบอันเกิดจากอิทธิพลของความไม

เชิงเสน โดยตำแหนงของรถ, มุมของลูกตุม และ ความเร็วของรถ มีความแตกตางสูงสุดประมาณรอยละ 25, 18 และ 14 

ตามลำดับ เมื่อเทียบกับผลที่ไดจากแบบจำลองเชิงเสน อยางไรก็ตาม ตัวควบคุม LQR ยังสามารถรักษาเสถียรภาพของ

ระบบและนำระบบเขาสูจุดสมดุลได ผลการศึกษานี้สะทอนใหเห็นถึงขอบเขตความเหมาะสมของการใชแบบจำลองเชิงเสน

เพื่อออกแบบตัวควบคุม และชี้ใหเห็นแนวทางการตอยอดสูการประยุกตใชเทคนิคการควบคุมสมัยใหมในลักษณะ Data-

driven หรือปญญาประดิษฐ เพื่อยกระดับสมรรถนะการควบคุมใหรองรับระบบที่มีพลวัตซับซอนและลดความคลาดเคลื่อน

ระหวางแบบจำลองกับระบบจริงไดดียิ่งขึ้น 

 

คำสำคัญ: ตัวควบคุมเชิงเสนกำลังสอง, จำลองสถานการณทางเวลาไมตอเนื่อง, พลวัตไมเชิงเสน, พลวัตเชิงเสน 

 

ABSTRACT 

 This paper presents an analysis and performance evaluation of a Linear Quadratic Regulator 

(LQR) synthesized from a linearized model and applied to stabilize a cart–inverted pendulum system 

with nonlinear dynamics in a discrete-time framework. The study focuses on investigating the effects of 

system nonlinearities on control accuracy and robustness through simulation-based comparisons 

between linear and nonlinear models at initial pendulum angles of 15° and 30°. The results show that 

at an initial angle of 15°, the responses of both models are closely aligned. In contrast, at 30°, noticeable 
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discrepancies arise due to nonlinear effects, with maximum deviations of approximately 25%, 18%, and 

14% observed in cart position, pendulum angle, and cart velocity, respectively, compared to the linear 

model. Nevertheless, the LQR controller successfully maintains system stability and drives the system 

toward the equilibrium point. These findings highlight the practical limitations of linearized control 

design when applied to highly nonlinear systems and suggest future opportunities for advanced data-

driven or artificial intelligence-based controllers to further enhance performance, reduce model 

mismatch, and improve adaptability under complex operating conditions. 

 

Keyword: Linear Quadratic Regulator, Discrete-time Simulation, Nonlinear Dynamics, Linear Dynamics. 

 

1. บทนำ 

ระบบลูกตุมกลับหัวบนรถขับเคลื่อน (Cart Inverted 

Pendulum) เปนระบบทางกลที่มีความสำคัญอยางยิ่งใน

สาขาวิศวกรรมระบบควบคุม เนื่องจากเปนตัวแทนของ

ระบบ underactuated ที ่มีจำนวนตัวกระทำนอยกวา

จำนวนระดับขั้นความเสรี (Degree of Freedom) และมี

รูปแบบเปน open-loop unstable นอกจากนี้ ระบบยัง

แสดงพฤติกรรมไมเชิงเสนอยางชัดเจน ซึ่งเปนคุณลักษณะ

พื้นฐานของระบบขั้นสูง เชน การทรงตัวของหุนยนตคลาย

มนุษย การควบคุมจรวดในชวงปลอยตัว และระบบขนสง

แบบปรับสมดุลอัตโนมัติ ดวยเหตุนี้ inverted pendulum 

จึงถูกใชเปนโจทยมาตรฐาน (benchmark problem) 

สำหรับการประเมินสมรรถนะ ความแมนยำ และความ

ทนทานของอัลกอริทึมควบคุม 

งานวิจัยที่ผานมาไดมุงเนนการพัฒนาตัวควบคุมเชิง

เสนเพื ่อแกปญหาการทรงตัวของระบบดังกลาว โดย

เอกสาร [1] รายงานวาการประยุกตใชตัวควบคุม LQR 

และ Fuzzy LQR ที่ปรับจูนดวยอัลกอริทึมเชิงเหมาะสม

สามารถปรับปรุงสมรรถนะของระบบ ทั้งดานเวลาเขาสู

สมดุลและการลดการแกวงของมุมลูกตุม ขณะที่เอกสาร 

[2] ชี้ใหเห็นวาระบบ inverted pendulum ที่มีความไม

เชิงเสนและความยืดหยุนสูงมคีวามออนไหวตอการรบกวน

ภายนอก และสามารถเพิ ่มเสถียรภาพไดดวยกลยุทธ

ควบคุมเชิงแอคทีฟที ่คำนึงถึงพฤติกรรมไมเชิงเสนของ

ระบบ 

ในบรรดาวิธ ีการควบคุมเชิงเส น เทคนิค Linear 

Quadratic Regulator (LQR) ได ร ับการยอมร ับอย าง

แพร หลาย เน ื ่องจากสามารถออกแบบอ ัตราขยาย

ปอนกลับสถานะเพื่อทำใหฟงกชันเปาหมายระหวางความ

คลาดเคลื ่อนของสถานะและพลังงานควบคุมมีคานอย

ที่สุด อยางไรก็ตาม เอกสาร [3] ระบุวาประสิทธิภาพของ 

LQR มีความไวตอการเลือกเมทริกซถวงน้ำหนัก และการ

ปรับคาอยางเหมาะสมชวยปรับปรุงการตอบสนองช่ัวคราว

ของระบบได ขณะที่เอกสาร [4] แสดงใหเห็นวาการผสาน 

LQR กับ reduced-order observer สามารถเพิ่มความ

ทนทานตอความไมเชิงเสนและสถานะที่ไมสามารถวัดได 

แมวาการออกแบบตัวควบคุมจากแบบจำลองเชิงเสน

จะใหผลดีใกลจ ุดสมดุล แตในการทำงานจริง ระบบ 

inverted pendulum ม ีพลว ัตไม  เช ิง เส นท ี ่ซ ับซ  อน 

โดยเฉพาะเมื่อมุมเบี่ยงเบนมาก ซึ่งเทอมตรีโกณมิติและ

แรงโคริโอลิสสงผลตอพฤติกรรมระบบอยางชัดเจน 

เอกสาร [5] ระบุวาความไมเชิงเสนและความไมแนนอน

ของพลวัตมีผลตอสมรรถนะการควบคุม และแนวทางแบบ 

model-free อาจใหความทนทานสูงกวาวิธีเชิงเสน  

ในบริบทของการควบคุมเชิงเหมาะสมสำหรับระบบ

ไมเชิงเสน เอกสาร [6] รายงานวาอัลกอริทึม Iterative 

Linear Quadratic Regulator แ ล ะ  Differential 

Dynamic Programming สามารถแกปญหาการควบคุม

ไดอยางมีประสิทธิภาพ อยางไรก็ตาม ภาระการคำนวณท่ี

สูงยังคงเปนขอจำกัดสำคัญสำหรับการนำไปใชงานจริง 
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ขณะที่เอกสาร [7] เสนอแนวคิดการจัดการการลู เขาสู

สมดุลของระบบยอยในชวงเวลาที่แตกตางกัน ซึ่งชวยเพ่ิม

เสถียรภาพของระบบโดยไมตองอาศัยแบบจำลองไมเชิง

เสนที่ซับซอน นอกจากนี ้ เอกสาร [8] ยังยืนยันวาการ

ควบคุม inverted pendulum อย างม ีประส ิทธ ิภาพ

จำเปนตองใชตัวควบคุมไมเชิงเสนในชวง swing-up กอน

เปลี่ยนไปใชตัวควบคุมเชิงเสนในบริเวณใกลจุดสมดุล 

เมื่อพิจารณาการนำไปใชงานจริง ระบบควบคุมมัก

ทำงานในโดเมนเวลาไมตอเนื่องเน่ืองจากขอจำกัดดานการ

สุมสัญญาณและการคำนวณเชิงตัวเลข เอกสาร [9] แสดง

ใหเห็นวาการควบคุมระบบ underactuated ที่ไมเสถียร

ในโดเมนเวลาไมตอเนื ่องจำเปนตองคำนึงถึงผลกระทบ

จากการคำนวณเชิงพยากรณ โดยวิธี Discrete Model 

Predictive Control สามารถใหสมรรถนะและเสถียรภาพ

ที่ดีกวา Discrete LQR ในบางกรณี ขณะที่เอกสาร [10] 

ชี้ใหเห็นวาการใชแบบจำลองเชิงเสนเพียงอยางเดียวอาจ

ไมเพียงพอในการอธิบายพฤติกรรมจริงของระบบที่มีความ

ไมเชิงเสนและความแปรผันของพารามิเตอรสูง 

จากประเด็นดังกลาว งานวิจัยนี้มุงเนนการวิเคราะห

และประเมินขีดจำกัดของตัวควบคุม LQR ที่คำนวณจาก

แบบจำลองเชิงเสน เมื่อนำไปประยุกตใชกับแบบจำลองไม

เชิงเส นในโดเมนเวลาไมตอเนื ่อง โดยทำการทดสอบ

จำลองที่มุมเริ่มตน 15 องศา ซึ่งอยูในชวงที่การประมาณ

เชิงเสนยังมีความนาเชื่อถือ และที่ 30 องศา ซึ่งความไม

เชิงเสนเริ่มสงผลอยางเดนชัด เพื่อประเมินความทนทาน

ของค าอ ัตราขยายคง ท่ีตอความคลาดเคลื่ อนของ

แบบจำลองและขอจำกัดของการคำนวณแบบไมตอเนื่อง 

 

2. ภาพรวมการวิจัย 

2.1 แบบจำลองลูกตุมกลับหัว 

ในการศ ึกษานี้  ผูว ิจ ัย ไดสร างแบบจำลองทาง

คณิตศาสตรของระบบลูกตุมกลับหัวบนรถขับเคลื ่อน 

(Cart Inverted Pendulum) ปรับปรุงจากหนังสือ [11] 

เพ่ือใชเปนตัวแทนของระบบจริง (Plant) ในการจำลอง

สถานการณ โดยระบบประกอบดวยรถ (Cart) ที่สามารถ

เคลื่อนที่ไดในแนวราบและมีกานลูกตุม (Rod) ติดตั้งอยู

บนจุดหมุนที่สามารถแกวงไดอยางอิสระในระนาบดิ่ง ดัง

แสดงในรปูที่ 1 

 
รูปที่ 1 แบบจำลองทางคณิตศาสตรของระบบลูกตุม 

กลับหัวบนรถขับเคลื่อน 

 

พาราม ิ เตอร ทางกายภาพของระบบ (Physical 

Parameters) คุณลักษณะทางกายภาพของแบบจำลอง

ถูกกำหนดคาคงที่สำหรับการทดลอง โดยกำหนดใหมวล

ของรถ (𝑚௖௔௥௧) มีขนาด 2 กิโลกรัม และมวลของกาน

ลูกตุม (𝑚௥௢ௗ) มีขนาด 1 กิโลกรัม กานลูกตุมมีความยาว

จากจุดหมุนถึงจุดศูนยกลางมวล (𝐿௥௢ௗ) เทากับ 0.075 

เมตร ซึ ่งสงผลใหความยาวรวมของกานลูกตุ มเทากับ 

2𝐿௥௢ௗ ในการคำนวณโมเมนตความเฉื่อยของกานลูกตุม 

(𝐼௥௢ௗ) รอบจุดหม ุน ใช สมการความสัมพันธ  𝐼௥௢ௗ =

௠ೝ೚೏(ଶ௅ೝ೚೏)మ

ଷ
 และกำหนดคาความเรงเนื่องจากแรงโนม

ถวงของโลก (𝑔) เทากับ 9.81 𝑚/𝑠ଶ  

กฎการควบคุมและสมการแรง Control Effort ที่

ปอนใหกับตัวรถเพื่อรักษาสมดุลของลูกตุม คำนวณจาก

กฎการปอนกลับสถานะ (State Feedback) ซึ่งพิจารณา

จากคาความผ ิดพลาด (Error) ระหว างคาเป าหมาย 

(Setpoint) และคาสถานะปจจุบัน ดังสมการที่ 1 โดยท่ี 

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟௥௢ௗ ค ื อ  ค วาม คลาด เคล ื ่ อนของม ุ มล ู ก ตุ ม 

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟௖௔௥௧ คือ ความคลาดเคลื่อนของตำแหนงรถ 𝑘ଵ, 𝑘ଶ, 

𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 

𝐿𝑟𝑜𝑑  
𝜃𝑟𝑜𝑑  

𝑚𝑐𝑎𝑟𝑡

𝑥𝑐𝑎𝑟𝑡  

𝑚𝑟𝑜𝑑  , 𝐼𝑟𝑜𝑑  
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𝑘ଷ และ 𝑘ସ ค ือ ค าอ ัตราขยาย (Gain) ท ี ่ ได จากการ

ออกแบบตัวควบคุมเปาหมายการควบคุมกำหนดให 

𝑠𝑒𝑡𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡௥௢ௗ = 0 (แนวดิ่ ง )  และ 𝑠𝑒𝑡𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡௖௔௥௧ = 0 

(จุดกึ่งกลาง) 

2.2 แบบจำลองลูกตุมกลับหัวแบบไมเชิงเสนทาง

เวลาไมตอเนื่อง (Discrete-Time Nonlinear Inverted 

Pendulum Model) 

พฤติกรรมทางพลวัตของระบบลูกตุมกลับหัวบนรถ

ขับ เคลื่ อน  ถูกควบคุ มด  ว ยสมการการ เคลื่ อน ที่  

(Equations of Motion) ที่มีความสัมพันธกันระหวางการ

เคลื่อนที่ของรถและการหมุนของลูกตุม ดังแสดงในสมการ

ที ่2 และ 3 โดยแบงออกเปน 2 สวนสำคัญ ดังน้ี 

2.2.1 สมการความเรง 

สมการความเรงแสดงการคำนวณหาความเรงเชิงเสน

ของรถ 𝑎௖௔௥௧ และความเรงเชิงมุมของกานลูกตุม 𝛼௥௢ௗ 

ณ ขณะเวลาใดๆ สมการเหลานี้แสดงถึงความไมเปนเชิง

เสน (Nonlinearity) ของระบบอยางชัดเจน ผานพจนทาง

ตรีโกณมิติ 𝑠𝑖𝑛(𝜃௥௢ௗ), 𝑐𝑜𝑠(𝜃௥௢ௗ) และพจนความเร็ว

เชิงม ุมยกกำลังสอง 𝜔௥௢ௗ
ଶ  ซ ึ ่งเป นผลมาจากแรงหนี

ศูนยกลาง (Centrifugal Force) และแรงโนมถวง โดย

สมการทั้งสองมีความเชื่อมโยงกัน (Coupled Dynamics) 

ซึ่งหมายความวาการเคลื่อนที่ของรถจะสงผลตอมุมของ

ลูกตุม และในขณะเดียวกันแรงเหวี่ยงจากการแกวงของ

ลูกตุมก็จะสงผลสะทอนกลับมายังการเคลื่อนท่ีของรถดวย 

2.2.2 สมการอัปเดตสถานะทางเวลา (Discrete-

time State Update Equations) 

เนือ่งจากการทดลองนี้เปนการจำลองสถานการณบน

โดเมนเวลาไมตอเนื่อง (Discrete-time Simulation) เพื่อ

เลียนแบบการทำงานของระบบคอมพิวเตอรดิจิทัล จึงได

นำความเรงท ี ่คำนวณได จากสมการพลวัตมาทำการ

อินทิเกรตเชิงตัวเลข (Numerical Integration) ดวยวิธี

ออยเลอร (Euler’s Method) เพ่ือประมาณคาสถานะของ

ระบบในลำดับเวลาถัดไป (𝑡 + 1) ดังสมการที่ 4 ถึง 7 

 คว าม เ ร ็ ว  (𝑣௖௔௥௧ , 𝜔௥௢ௗ) ค ำนวณ โดยการนำ

ความเร็วปจจุบัน บวกดวยผลคูณของความเรงกับคาความ

ละเอียดของเวลา (𝑟𝑒𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛)  

ตำแหนงและมุม (𝑥௖௔௥௧ , 𝜃௥௢ௗ) คำนวณโดยการนำ

ตำแหนงและมุมปจจุบัน บวกดวยผลคูณของความเร็ว (ที่

ผ านการอัปเดตแล ว) กับค าความละเอ ียดของเวลา 

(𝑟𝑒𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛) โดยกำหนดใหคาตัวแปร 𝑟𝑒𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 มี

คาเทากับ 0.01 วินาที  

  

𝛼𝑟𝑜𝑑 =   

(𝑚𝑟𝑜𝑑𝐿𝑟𝑜𝑑𝑔 sin(𝜃𝑟𝑜𝑑)) +
𝑚𝑟𝑜𝑑𝐿𝑟𝑜𝑑cos(𝜃𝑟𝑜𝑑)(𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 − (𝑚𝑟𝑜𝑑 𝐿𝑟𝑜𝑑 ቀ

𝜔𝑟𝑜𝑑 ∗ 𝜋
180

ቁ
2

sin(𝜃𝑟𝑜𝑑 )))

(𝑚𝑐𝑎𝑟𝑡 + 𝑚𝑟𝑜𝑑)

൫(𝑚𝑐𝑎𝑟𝑡 + 𝑚𝑟𝑜𝑑)𝐼𝑟𝑜𝑑൯ − ൫𝑚𝑟𝑜𝑑𝐿𝑟𝑜𝑑cos(𝜃𝑟𝑜𝑑)൯
2

(𝑚𝑐𝑎𝑟𝑡 + 𝑚𝑟𝑜𝑑 )

൬
180

𝜋
൰  (3) 

 𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 = (𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑟𝑜𝑑 𝑘1) + ൬
𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑟𝑜𝑑 𝑘2൰ − (𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑐𝑎𝑟𝑡 𝑘3) − ൬

𝑑

𝑑𝑡
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑐𝑎𝑟𝑡 𝑘4൰                   (1) 

𝑎𝑐𝑎𝑟𝑡 =       
𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 − (𝑚𝑟𝑜𝑑 𝐿𝑟𝑜𝑑 ቀ

𝜔𝑟𝑜𝑑 𝜋
180

ቁ
2

sin(𝜃𝑟𝑜𝑑 )) + ൬
(𝑚𝑟𝑜𝑑 𝐿𝑟𝑜𝑑 )2cos(𝜃𝑟𝑜𝑑 ) sin(𝜃𝑟𝑜𝑑 )𝑔

𝐼𝑟𝑜𝑑
൰

൫(𝑚𝑐𝑎𝑟𝑡 + 𝑚𝑟𝑜𝑑 )𝐼𝑟𝑜𝑑 ൯ − ൫𝑚𝑟𝑜𝑑 𝐿𝑟𝑜𝑑 cos(𝜃𝑟𝑜𝑑 )൯
2

𝐼𝑟𝑜𝑑

        (2) 

𝑣𝑐𝑎𝑟𝑡 (𝑡 + 1) =  𝑣𝑐𝑎𝑟𝑡 (𝑡) + (𝑎𝑐𝑎𝑟𝑡 (𝑡 + 1) ∗ 𝑟𝑒𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛)                                      (4) 

𝑥𝑐𝑎𝑟𝑡 (𝑡 + 1) =  𝑥𝑐𝑎𝑟𝑡 (𝑡) + (𝑣𝑐𝑎𝑟𝑡 (𝑡 + 1) ∗ 𝑟𝑒𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛)                                      (5) 

𝜔𝑟𝑜𝑑 (𝑡 + 1) =  𝜔𝑟𝑜𝑑 (𝑡) + (𝛼𝑟𝑜𝑑 (𝑡 + 1) ∗ 𝑟𝑒𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛)                                       (6) 

𝜃𝑟𝑜𝑑 (𝑡 + 1) =  𝜃𝑟𝑜𝑑 (𝑡) + (𝜔𝑟𝑜𝑑 (𝑡 + 1) ∗ 𝑟𝑒𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛)                                        (7) 
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2.3 แบบจำลองลูกตุ มกลับหัวเช ิงเส น (linear 

Inverted Pendulum Model) 

เพ่ือใหสามารถประยุกตใชทฤษฎีการควบคุมแบบเชิง

เสนกำลังสอง (LQR) ไดอยางมีประสิทธิภาพ จำเปนตอง

แปลงสมการพลวัต ใหอยูในรูปแบบสมการสถานะเชิงเสน 

(Linear State-Space Model) กระบวนการทำให เปน

เชิงเสน (Linearization) อาศัยสมมติฐานการเคลื ่อนที่

ภ า ย ใ ต มุ ม เ อี ย ง ข น า ด เ ล็ ก  ( Small-angle 

Approximation) สงผลใหสามารถจัดสมการพลวัตใน

รูปแบบ 𝑥̇ =  𝐴𝑥 +  𝐵𝑢 ไดดังสมการที่ 8 โดยที่ State 

Vector, (𝛸) ประกอบดวยตัวแปร 4 ตัวเรียงลำดับดังนี้   
[𝑥௖௔௥௧ , 𝑣௖௔௥௧ , 𝜃௥௢ௗ , 𝜔௥௢ௗ]் 

System Matrix, (𝐴) เปนเมทริกซขนาด 4 X 4 ดัง

แสดงในภาพประกอบ ซึ่งอธิบายความสัมพันธภายในของ

ระบบ โดยสมาชิกในเมทริกซถูกคำนวณจากพารามิเตอร

ทางกายภาพ (มวล, ความยาว, โมเมนตความเฉื่อย) ที่ได

นิยามไวแลว 

Input Matrix, (𝐵) เปนเมทริกซขนาด 4 X 1 ที่ระบุ

ผลกระทบของ Control Effort (𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 หรือ 𝑢) ที่มีตอ

อัตราการเปลี่ยนแปลงของสถานะความเร็วและความเรง 

แบบจำลองเชิงเสนนี้จะถูกนำไปใชเปนฐานในการ

คำนวณหาคาอัตราขยายปอนกลับ 𝐾 (Feedback Gain 

Matrix) ในขั้นตอนการออกแบบตัวควบคุม LQR  

 
 

 

2.4 การออกแบบตัวควบคุมและการคำนวณคา

อั ต ร า ข ย า ย  ( Controller Design and Gain 

Calculation) 

ในการสังเคราะหตัวควบคุมเพื่อรักษาเสถียรภาพของ

ระบบลูกตุ มกลับหัว ผู วิจัยไดเลือกใชเทคนิค Linear 

Quadratic Regulator (LQR) ซ ึ ่ ง เป น วิ ธีควบคุมแบบ

ปอนกลับสถานะเต็ม (Full State Feedback) ที ่ใหผล

ตอบสนองเหมาะสมที่สุดภายใตด ัชนีชี้ว ัดสมรรถนะ 

(Performance Index) ที่กำหนด หลักการสำคัญคือการ

คำนวณหาเมทริกซอัตราขยาย 𝐾 (Gain Matrix) ที่ทำให 

Cost Function (𝐽) มีคาต่ำที่สุด ดังสมการที่ 9 
 

                    𝐽 =  න (𝑥்𝑄𝑥 + 𝑢்𝑅𝑢)
ஶ

଴

𝑑𝑡                 (9) 

 

โดยที ่

𝑥 คือ เวกเตอรสถานะ (State Vector) ที่บงบอกถึง

ความผิดพลาดของระบบ 

𝑢 คือ สัญญาณควบคุม (Control Input) หรือแรง 

𝑄 ค ือ เมทร ิกซ น ้ำหนักความสำคัญของสถานะ 

(State Weighting Matrix) 

𝑅 ค ือ เมทร ิกซน้ ำหน ักความสำค ัญของการใช

พลังงาน (Control Weighting Matrix) 

จากการนำแบบจำลองเชิงเสน (Linear Model) ที่ได

จากหัวขอ 2.3 มาคำนวณรวมกับเมทริกซน้ำหนัก 𝑄 และ 

𝑅 ผ  านการแก  สมกา ร  Algebraic Riccati Equation 

(ARE) ทำใหไดชุดคาอัตราขยายที่เหมาะสมที่สุดสำหรับ

การดึงระบบกลับเขาสูจุดสมดุล ผลลัพธจากการคำนวณ

൦

𝑣𝑐𝑎𝑟𝑡

𝑎𝑐𝑎𝑟𝑡

𝜔𝑟𝑜𝑑

𝛼𝑟𝑜𝑑

൪ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0 1 0 0

0 0
−𝑚𝑟𝑜𝑑

2𝑔𝐿𝑟𝑜𝑑
2

(𝑚𝑐𝑎𝑟𝑡 + 𝑚𝑟𝑜𝑑 )𝐼𝑟𝑜𝑑 − (𝑚𝑟𝑜𝑑 𝐿𝑟𝑜𝑑 )2൘ 0

0 0 0 1

0 0
(𝑚𝑐𝑎𝑟𝑡 + 𝑚𝑟𝑜𝑑 )𝑔𝑚𝑟𝑜𝑑 𝐿𝑟𝑜𝑑

(𝑚𝑐𝑎𝑟𝑡 + 𝑚𝑟𝑜𝑑 )𝐼𝑟𝑜𝑑 − (𝑚𝑟𝑜𝑑 𝐿𝑟𝑜𝑑 )2൘ 0⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

൦

𝑥𝑐𝑎𝑟𝑡

𝑣𝑐𝑎𝑟𝑡

𝜃𝑟𝑜𝑑

𝜔𝑟𝑜𝑑

൪

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
𝐼𝑟𝑜𝑑

(𝑚𝑐𝑎𝑟𝑡 + 𝑚𝑟𝑜𝑑 )𝐼𝑟𝑜𝑑 − (𝑚𝑟𝑜𝑑 𝐿𝑟𝑜𝑑 )2ൗ

0
−𝑚𝑟𝑜𝑑𝐿𝑟𝑜𝑑

(𝑚𝑐𝑎𝑟𝑡 + 𝑚𝑟𝑜𝑑 )𝐼𝑟𝑜𝑑 − (𝑚𝑟𝑜𝑑 𝐿𝑟𝑜𝑑 )2ൗ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒                                       (8) 
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ไดคาสัมประสิทธ์ิตัวควบคุม (𝑘) สำหรับตัวแปรสถานะแต

ละตวั ดังนี ้

𝑘ଵ = −31.6228, 𝑘ଶ = −31.8533, 

𝑘ଷ = −171.2982 และ 𝑘ସ = −16.4767 

 

3. ออกแบบการทดลอง 

เพื่ อ ให บร รล ุ วั ต ถุประส งค ใ นการตรวจสอบ

ประสิทธิภาพและความทนทานของตัวควบคุม LQR ที่

ออกแบบดวยทฤษฎีเชิงเสน ผูวิจัยไดกำหนดระเบียบวิธี

ว ิ จ ั ย โ ด ยก า ร จ ำ ลอ ง สถา นก า รณ  เ ป ร ี ย บ เ ท ี ยบ 

(Comparative Simulation) ระหว า งพฤต ิกรรมของ

แบบจำลองเชิงเสน (Linear Model) และแบบจำลองไม

เช ิ ง เส น  (Nonlinear Model) ภายใต ต ัวควบค ุมชุด

เดียวกัน โดยมีรายละเอียดข้ันตอนการทดลองดังน้ี 

3.1 การกำหนดคาตัวควบคุมและแบบจำลอง 

การทดลองนี้ จ ะนำค า อัต ร าขยายป  อนกลั บ 

(Feedback Gains) 𝐾 = [𝑘ଵ, 𝑘ଶ, 𝑘ଷ, 𝑘ସ] ที่ค ำนวณได

จากหัวขอที่ 2.4 ไปประยุกตใชกับระบบจำลอง 2 รูปแบบ 

ไดแก 

ระบบเชิงเสน (Linear System) ใชสมการ State-

space เชิงเสน (𝑥̇ =  𝐴𝑥 +  𝐵𝑢) ซึ ่งเปนตัวแทนของ

ทฤษฎีการออกแบบ 

ระบบไมเชิงเส น (Nonlinear System) ใชสมการ

พลวัตเต็มรูป (Full Dynamics) ที่มีการคำนวณแบบเวลา

ไมตอเนื่อง (Discrete-time) 

3.2 เงื่อนไขการทดสอบ 

เพื่อศึกษาผลกระทบของความไมเปนเชิงเสนที่มีตอ

เสถียรภาพของระบบ การทดลองถูกแบงออกเปน 2 

กรณีศึกษา กำหนดใหตัวแปรสถานะเริ่มตนอ่ืนๆ (ตำแหนง

ของรถ, ความเร็วของรถ, ความเร ็วเชิงมุม) เป นศูนย

ทั้งหมด โดยมี "มุมเริ่มตนของลูกตุม (𝜃௥௢ௗ)" ที่กำหนดให

แตกตางกัน ดังนี้ 

กรณีที่ 1: มุมเร่ิมตน 15 องศา (Small Initial Angle) 

กำหนดให 𝜃௥௢ௗ = 15 วัตถุประสงคเพื่อตรวจสอบความ

ถูกตองของตัวควบคุมในยานการทำงานที ่ม ุมมีความ

เบี ่ยงเบนเล ็กนอย ซ ึ ่งเป นย านท ี ่สมมติฐานเช ิงเสน 

(𝑠𝑖𝑛(𝜃௥௢ௗ) ≈ 𝜃௥௢ௗ) ยังคงมีความแมนยำสูง 

กรณีที่ 2: มุมเริ่มตน 30 องศา (Large Initial Angle) 

กำหนดให 𝜃௥௢ௗ = 30 วัตถุประสงคเพื่อทดสอบขีดจำกัด

ความทนทาน (Robustness) ของระบบเมื่อเริ่มทำงานที่

มุมกวาง ซึ่งอิทธิพลของความไมเปนเชิงเสนจะมีผลอยาง

มากตอการทรงตวั 

3.3 ขั้นตอนการดำเนินงานและบันทึกผล   

ในแตละกรณีการทดสอบ จะดำเนินการจำลองเปน

ระยะเวลา 5 วินาที ซึ่งเปนชวงเวลาที่เพียงพอสำหรับการ

สังเกตพฤติกรรมชวง Transient Response และการเขา

สูสภาวะ Steady State โดยจะทำการบันทึกคาตัวแปร

สถานะที่สำคัญเทียบกับเวลา ได แก ตำแหนงของรถ 

(𝑥௖௔௥௧), ความเร็วของรถ (𝑣௖௔௥௧), มุมของลูกตุม (𝜃௥௢ௗ), 

ความเร็วเชิงมุม (𝜔௥௢ௗ ), และ Control Effort (𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒) 

เพื ่อนำไปวิเคราะหเปรียบเทียบผลตอบสนองระหวาง

ระบบเชิงเสนและระบบไมเชิงเสนตอไป 

 

4. ผลการทดลองและอภิปรายการทดลอง 

จากการจำลองสถานการณเพ่ือตรวจสอบสมรรถนะ

ของตัวควบคุม LQR ที่ออกแบบดวยทฤษฎีเชิงเสนเมื่อ

นำไปประยุกตใชกับระบบลูกตุมกลับหัวที่มีพลวัตแบบไม

เชิงเสนทางเวลาไมตอเนื่อง พบวาที่ระดับ มุมเริ่มตน 15 

องศา (รูปที่ 2 ถึง 6) ผลการตอบสนองของตัวแปรสถานะ

ต  าง ๆ  ทั้ งมุมของลูกตุมและตำแหน  งของรถจาก

แบบจำลองเชิงเสนและแบบจำลองไมเชิงเสนมีความ

สอดคลองไปในทิศทางเดียวกันอยางย่ิง โดยเสนกราฟของ

ทั้งสองกรณีเกือบจะทับซอนกันสนิทตลอดชวงเวลาการ

จำลอง 5 วินาที พฤติกรรมดังกลาวบงชี้วาภายใตขอบเขต

ของมุมเอียงขนาดเล็กนี้ สมมติฐานการประมาณคาความ

เปนเชิงเสนที่ใชในการสังเคราะหตัวควบคุมยังคงมีความ

แมนยำสูง สงผลใหแรงควบคุมที่คำนวณไดจากกฎการ

ปอนกลับสถานะสามารถหักลางแรงโนมถวงและดึงระบบ

กลับสูจุดสมดุลในแนวดิ่งไดอยางรวดเร็วและราบรื่นตามที่
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ทฤษฎีไดคาดการณไว โดยไมมีความคลาดเคลื ่อนที่มี

นัยสำคัญเกิดขึ้น 

อยางไรก็ตาม เมื่อขยายขอบเขตการทดสอบไปที่มุม

เริ่มตน 30 องศา (รูปที่ 7 ถึง 11) ซึ่งเปนสภาวะที่เริ่มหลุด

พนจากสมมติฐานมุมเล็ก ผลการทดลองแสดงใหเห็นถึง

ความแตกตางอยางชัดเจน โดยเฉพาะเมื่อพิจารณากราฟ

เปรียบเทียบในดานการเคลื ่อนที่และความเร็วของรถ 

( Cart Dynamics) พ บ ว า มี ค ว าม คลา ด เ คลื่ อน ทา ง

กลศาสตรปรากฏขึ้น กลาวคือ แมตัวควบคุมจะพยายาม

รักษามุมของกานลูกตุมดวยตรรกะเดียวกันกับกรณีมุมเลก็ 

แตผลลัพธท ี ่ ไดจากแบบจำลองไมเชิงเสนกลับแสดง

พฤติกรรมการเคลื่อนที่ที่แตกตางจากแบบจำลองเชิงเสน

อย างม ีน ัยสำค ัญ โดยพบวาตำแหนงของรถมีความ

แตกตางสูงสุดประมาณรอยละ 25, มุมของลูกตุมมีความ

แตกตางสูงสุดประมาณรอยละ 18 และ ความเร็วของรถมี

ความแตกตางสูงสุดประมาณรอยละ 14 เมื่อเปรียบเทียบ

กับผลลัพธทางทฤษฎี สาเหตุหลักของความคลาดเคลื่อน

เหลานี ้ เก ิดจากอิทธิพลของความไมเปนเชิงเส นทาง

ตรีโกณมิติและผลกระทบจากแรงหนีศูนยกลางที่ทวีความ

รุนแรงขึ้นเมื่อกานลูกตุมมีมุมเอียงขนาดใหญ ทำใหแรงท่ี

กระทำตอระบบไมเชิงเสนมีความซับซอนเกินกวาที่สมการ

เชิงเสนจะสามารถอธิบายไดอยางครอบคลุม สงผลให

ระบบตองใชระยะเวลาในการปรับตัวเพื่อเขาสูสภาวะคง

ตัวนานกวาที่ทฤษฎีคาดการณไว 

ถ ึงแม ว  าจะปรากฏความคลาดเคล ื ่อนในการ

ตอบสนองที่มุม 30 องศา แตระบบควบคุม LQR ยังคง

แสดงศักยภาพในการรักษาเสถียรภาพของระบบไดอยาง

นาพึงพอใจ โดยสามารถประคองกานลูกตุมใหกลับมาตั้ง

ตรงและควบคุมตำแหนงของรถใหหยุดนิ่งที่จุดเปาหมาย

ไดภายในระยะเวลาที่กำหนดโดยไมเกิดการลมเหลวหรือ

การแกวงที่ไรเสถียรภาพ ผลลัพธนี้ยืนยันวาตัวควบคุมท่ี

ออกแบบขึ้นมีความทนทาน (Robustness) เพียงพอที่จะ

รองรับความไมแนนอนของแบบจำลองและผลกระทบจาก

การคำนวณแบบไมตอเนื่องได แมในสภาวะที่ระบบตอง

ทำงานภายใตพลวัตที่ไมเปนเชิงเสนอยางรนุแรงก็ตาม 

 
รูปที่ 2 ตำแหนงของรถเทียบกับเวลา  

ในเงื่อนไขมุมเริม่ตน 15 องศา 

 

 
รูปที่ 3 ความเร็วของรถเทียบกับเวลา  

ในเงื่อนไขมุมเริม่ตน 15 องศา 

 
รูปที่ 4 มุมของลูกตุมเทียบกับเวลา  

ในเงื่อนไขมุมเริม่ตน 15 องศา 

 

0 1 2 3 4 5

Time(s)

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

Non-Linear System Result

Linear System Result

0 1 2 3 4 5

Time(s)

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Non-Linear System Result
Linear System Result

0 1 2 3 4 5

Time(s)

-5

0

5

10

15

Non-Linear System Result
Linear System Result



วารสารวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยศรนีครินทรวิโรฒ  87 

ที่ 22 ฉบับที่ 2 เดือน กรกฎาคม – ธันวาคม พ.ศ. 2569 

  

 
รูปที่ 5 ความเรว็เชงิมุมเทียบกับเวลา  

ในเงื่อนไขมุมเริม่ตน 15 องศา 

 

 
รูปที่ 6 แรงควบคุมเทยีบกับเวลา  

ในเงื่อนไขมุมเริม่ตน 15 องศา 

 
รูปที่ 7 ตำแหนงของรถเทียบกับเวลา  

ในเงื่อนไขมุมเริม่ตน 30 องศา 

 

 
รูปที่ 8 ความเร็วของรถเทียบกับเวลา  

ในเงื่อนไขมุมเริม่ตน 30 องศา 

 

 
รูปที่ 9 มุมของลูกตุมเทียบกับเวลา  

ในเงื่อนไขมุมเริม่ตน 30 องศา 

 
รูปที่ 10 ความเร็วเชิงมุมเทียบกับเวลา  

ในเงื่อนไขมุมเริม่ตน 30 องศา 
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รูปที่ 11 แรงควบคุมเทียบกับเวลา  

ในเงื่อนไขมุมเริม่ตน 30 องศา 

 

5. สรุปผลการทดลอง (Conclusion) 

งานวิจ ัยนี ้ได ศ ึกษาและตรวจสอบสมรรถนะของ

ระบบควบคุมแบบ Linear Quadratic Regulator (LQR) 

ที่สังเคราะหจากแบบจำลองเชิงเสนของระบบลูกตุมกลับ

หัวบนรถขับเคลื่อน เพื่อนำไปประยุกตใชกับแบบจำลอง

ไมเชิงเสนภายใตขอบเขตเวลาแบบไมตอเนื่อง (Discrete-

time) โดยจำลองเปรียบเทียบภายใตเงื่อนไขมุมเริ่มตน 15 

องศา และ 30 องศา ผลการศึกษาพบวา ที่มุมเริ่มตน 15 

องศา พฤติกรรมการตอบสนองของแบบจำลองทั้งสอง

สอดคลองกันอยางดี โดยเสนกราฟของมุมลูกตุ มและ

ตำแหนงรถมีแนวโนมใกลเคียงกันตลอดชวงเวลาทดสอบ 

ซึ่งยืนยันวาในยานมุมเบี่ยงเบนไมมาก สมมติฐานเชิงเสน

ยังคงมีความเที่ยงตรงและสามารถใชเปนพื้นฐานในการ

ออกแบบตัวควบคุมที่มีประสิทธิภาพ ทำใหระบบสามารถ

หักลางแรงโนมถวงและเขาสูจุดสมดุลไดอยางดี 

อยางไรก็ตาม เมื ่อพ ิจารณาผลการทดสอบที ่มุม

เริ่มตน 30 องศา ซึ่งเปนจุดที่ระบบเริ่มทำงานนอกเหนือ

ขอบเขตสมมต ิฐานเช ิ งเส น พบความแตกต างของ

พฤติกรรมระหวางแบบจำลองเชิงเสนและแบบจำลองไม

เชิงเส นอยางมีน ัยสำคัญ โดยตำแหนงของรถมีความ

แตกตางสูงสุดประมาณรอยละ 25, มุมของลูกตุมมีความ

แตกตางสูงสุดประมาณรอยละ 18 และความเร็วของรถมี

ความแตกตางสูงสุดประมาณรอยละ 14 อันเนื่องมาจาก

อิทธิพลของแรงปฏิกิริยาที ่ไมเปนเชิงเสน ความคลาด

เคลื่อนเหลานี ้สะทอนใหเห็นถึงผลกระทบของเทอม

ตรีโกณมิติและแรงหนีศูนยกลาง (Centrifugal Force) ที่

ทวีความรุนแรงขึ้นตามขนาดของมุมเอียง ซึ่งเปนปจจัยท่ี

แบบจำลองเชิงเสนไมสามารถครอบคลุมได 

ในภาพรวมระบบควบคุม LQR ยังคงแสดงศักยภาพ

ที่นาพึงพอใจในการรักษาเสถียรภาพของระบบ (Global 

Stability) โดยสามารถประคองกานลูกตุ มใหกลับมาตั้ง

ตรงและควบคุมใหรถหยุดนิ่งท่ีตำแหนงเปาหมายไดสำเร็จ

โดยไมเกิดการลมเหลว ผลลัพธนี้ยืนยันวาตัวควบคุมที่

ออกแบบดวยทฤษฎีเชิงเสนมีความทนทาน (Robustness) 

เพียงพอที ่จะรองรับความไมแนนอนของแบบจำลอง 

(Model Mismatch) และผลกระทบจากการคำนวณแบบ

ไมตอเนื่อง แมตองเผชิญกับพลวัตไมเชิงเสนที่ซับซอน 

ดังนั้น การประยุกตใช LQR กับระบบไมเชิงเสนจึงเปน

แนวทางที่มีประสิทธิภาพ หากคำนึงถึงขอบเขตการทำงาน

และความคลาดเคลื ่อนที ่อาจเกิดขึ ้นอยางเหมาะสม 

อยางไรก็ตาม งานวิจัยนี้ยังไมไดพิจารณาขอจำกัดของตัว

กระทำ โดยเฉพาะอาการ Motor Saturation ซึ่งอาจทำ

ใหแรงควบคุมจาก LQR ไมสามารถนำไปใชไดเต็มที่และ

กระทบตอเสถียรภาพของระบบในบางสภาวะ  

นอกจากนี ้ การศ ึกษาเช ิงเปรียบเท ียบระหวาง

แบบจำลองเชิงเสนและไมเชิงเสนชวยใหเห็นขอบเขตของ

ก า รปร ะม าณ โม เ ด ล  (Model Simplification) โ ดย

แบบจำลองเชิงเสนสะทอนกรณีที่ลดรูปพลวัตเพื่อความ

งายในการออกแบบ ขณะที่แบบจำลองไมเชิงเสนสะทอน

พฤติกรรมจริงที่ซับซอน ผลการเปรียบเทียบจึงชี้ใหเห็น

ชองวางของสมรรถนะและขอจำกัดของตัวควบคุมเชิงเสน

เมื ่อนำไปใชกับระบบจริง ด ังน ั ้น งานวิจ ัยในอนาคต

สามารถต อยอดส ู ต ัวควบคุมแบบ Data-driven หรือ

ปญญาประดิษฐ (Artificial Intelligence) เพ ื ่อเร ียนรู

พลวัตของระบบจากขอมูลและปรับปรุงสมรรถนะให

ทำงานได ม ีประส ิทธ ิภาพทั ้ งสองแบบจำลอง โดยมี

เปาหมายเพื่อลดความแตกตางของผลลัพธและยกระดับ

ประสิทธิภาพเหนือกวาวิธีดั้งเดิม 
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