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บทคดัย่อ
ฟังกช์นัฟีโบนกัชี คือ ฟังกช์นั f: Z → Z โดยท่ี f(x+2) = f(x+1) + f(x) ส�ำหรับทุก x∈Z ฟังกช์นัฟีโบนกัชีเป็นนยัทัว่ไปของ

ล�ำดบัฟีโบนกัชีและล�ำดบัลูคสั วตัถุประสงคข์องบทความวจิยัน้ีคือศึกษาคาบของฟังกช์นัฟีโบนกัชีมอดุโล m  และเช่ือมโยงสู่คาบของ

ล�ำดบัฟีโบนกัชีและล�ำดบัลูคสัมอดุโล m

ค�ำส�ำคญั: คาบ คาบปฐมฐาน ฟังกช์นัฟีโบนกัชี 

Abstract
A Fibonacci function is a function f: Z → Z such that f(x+2) = f(x+1) + f(x) for all x∈Z. A Fibonacci function is a 

generalization of the Fibonacci sequence and Lucas sequence. The purpose of this research is to study periods of Fibonacci functions 

modulo m and connect to the period of the Fibonacci sequence and Lucas sequence modulo m
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บทน�ำ
จ�ำนวนฟีโบนกัชี (Fibonacci Number) เป็นจ�ำนวนเตม็ท่ีมีช่ือเสียงมากท่ีสุดแบบหน่ึงในประวติัศาสตร์ ช่ือของจ�ำนวนฟีโบ

นกัชีตั้งข้ึนเพ่ือเป็นเกียรติใหก้บันกัคณิตศาสตร์ชาวอิตาลีช่ือ เลโอนาร์โดแห่งปีซา (Leonardo de Pisa) ซ่ึงเป็นท่ีรู้จกักนัในนามฟีโบนกั

ชี (Fibonacci) ผูท่ี้ไดก้ล่าวถึงจ�ำนวนดงักล่าวในหนงัสือ liner Abaci ท่ีเขาแต่งข้ึนในปี ค.ศ. 1202 ความสมัพนัธ์ของจ�ำนวนฟีโบนกัชี

เป็นล�ำดบัของจ�ำนวนซ่ึงจ�ำนวนถดัไปเกิดจากผลบวกของสองจ�ำนวนก่อนหนา้ โดยสองจ�ำนวนแรกคือ 0 และ 1 ตามล�ำดบั ซ่ึงจาก

ความสมัพนัธ์น้ีสามารถเขียนในรูปของความสมัพนัธ์เวยีนเกิดโดยท่ี

F0 = 0, F1 = 1 และ Fn = Fn-1 + Fn-2 ส�ำหรับทุก n > 1

จากความสมัพนัธ์ขา้งตน้ จะไดล้ �ำดบัของจ�ำนวนฟีโบนกัชีคือ

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, …

จ�ำนวนฟีโบนกัชีมีการศึกษาวจิยัอยา่งกวา้งขวางสามารถดูรายละเอียดไดใ้นหนงัสือ Koshy [1] ยิง่ไปกวา่นั้นตวัอยา่งบทความท่ีเก่ียว

กบัจ�ำนวนฟีโบนกัชี เช่น ปี พ.ศ. 2552 กญัญานาถ จิสวสัด์ิ และสมใจ จิตพิทกัษ ์[2] ไดศึ้กษาสมบติัการหารลงตวับางประการของจ�ำ

นวนฟีโบนกัชีและในปี พ.ศ. 2560 เก่ง วบูิลยธ์ญัญ ์[3] ไดน้�ำเสนอวธีิการต่างๆ ในการหาสูตรของล�ำดบัฟีโบนกัชี ในท�ำนองเดียวกนั

กบัจ�ำนวนฟีโบนกัชี จ�ำนวนลูคสัเป็นจ�ำนวนท่ีอยูใ่นรูปความสมัพนัธ์เวยีนเกิด โดยท่ี  

L0 = 2,  L1 = 1 และ Ln = Ln-1 + Ln-2 
ส�ำหรับทุก n > 1
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จ�ำนวนลูคสัตั้งช่ือตามนกัคณิตศาสตร์ เอดูอาร์ด ลูคสั (Édouard Lucas) จากความสมัพนัธ์ขา้งตน้ จะไดล้ �ำดบัของจ�ำนวนลูคสั คือ

2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, …

ตวัอยา่งความสมัพนัธ์ของจ�ำนวนฟีโบนกัชีและจ�ำนวนลูคสั สามารถดูไดใ้น [1], [4] และ [5]

ในปี ค.ศ. 1967 Elmore [6] ไดใ้ชค้วามสัมพนัธ์ของจ�ำนวนฟีโบนกัชีน้ีมาสร้างเป็นฟังกช์นัฟีโบนกัชีซ่ึงนิยามโดย 

f: R → Rโดยท่ี f(x+2) = f(x+1) + f(x) ส�ำหรับทุก x∈R ผลงานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัฟังกช์นัฟีโบนกัชีสามารถศึกษาเพ่ิมเติม

ไดใ้น [7] และ [8] 

ในปี ค.ศ. 2018 Jameson [9] ไดน้�ำเสนอบทความวจิยัเก่ียวกบัคาบของจ�ำนวนฟีโบนกัชีมอดุโล m และไดใ้หส้มบติั

ท่ีส�ำคญัเก่ียวกบัคาบของจ�ำนวนฟีโบนกัชี ในงานวจิยัน้ี ผูว้จิยัไดท้ �ำการขยายงานวจิยัดงักล่าวไปในกรณีของฟังกช์นัฟีโบนกัชี

วตัถุประสงค์
ขยายการศึกษาคาบของจ�ำนวนฟีโบนกัชีมอดุโล m ไปสู่ในกรณีฟังกช์นัฟีโบนกัชี

วธีิการด�ำเนินงานวจิยั
เคร่ืองมือในการด�ำเนินงานวจิยั

1. ฟังก์ชันฟีโบนักชี	

ส�ำหรับในงานวจิยัน้ี จะพิจารณาฟังกช์นัฟีโบนกัชี โดย f: Z → Z โดยท่ี f(x+2) = f(x+1) + f(x) ส�ำหรับทุก x∈Z 

และ m เป็นจ�ำนวนเตม็บวกท่ีมากกวา่ 1

หมายเหตุ ในการนิยามฟังกช์นัฟีโบนกัชี สามารถนิยามเพียงค่า f(0) และ f(1) ส�ำหรับค่าของ f(a) เม่ือ a เป็นค่าอ่ืนๆ 

สามารถใชส้มบติัของฟังกช์นัฟีโบนกัชีหาค่าออกมาได้

2. หลกัการพสูิจน์ทางคณติศาสตร์ ดงัต่อไปน้ี

2.1 หลกัอุปนัยเชิงคณติศาสตร์และหลกัอุปนัยเชิงคณติศาสตร์แบบเข้ม

หลกัอุปนัยเชิงคณติศาสตร์

ให ้P(n) แทนขอ้ความทางคณิตศาสตร์ โดยท่ี n เป็นจ�ำนวนเตม็บวก ถา้

1) P(1) เป็นจริง

2) ส�ำหรับจ�ำนวนเตม็บวก k ใดๆ ถา้ P(k) เป็นจริง แลว้ P(k+1) เป็นจริง

แลว้จะไดว้า่ P(n) เป็นจริง ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็บวก n

หลกัอุปนัยเชิงคณติศาสตร์แบบเข้ม

ให ้P(n) แทนขอ้ความทางคณิตศาสตร์ โดยท่ี n เป็นจ�ำนวนเตม็บวก ถา้

	 1) P(1) เป็นจริง และ

	 2) ส�ำหรับจ�ำนวนเตม็บวก k ใดๆ ถา้ P(m) เป็นจริงส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็บวก m ≤ k แลว้ P(k+1) เป็นจริง

แลว้จะไดว้า่ P(n) เป็นจริง ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็บวก n

2.2 หลกัการช่องนกพริาบ (The Pigeonhole Principle) 

ให ้k เป็นจ�ำนวนเตม็บวก ถา้มีนกพิราบ k+1 ตวั บินเขา้รัง k รัง แลว้จะมีรังอยา่งนอ้ย 1 รัง ท่ีมีนกพิราบอยา่งนอ้ย 2 ตวั

2.3 ขั้นตอนวธีิการหาร

	 ถา้ a และ b เป็นจ�ำนวนเตม็ซ่ึง a b จะมีจ�ำนวนเตม็ q และ r เพียงชุดเดียวท่ีท�ำให ้b = aq + r โดยท่ี 0 ≤ r < |a|

3. วธีิด�ำเนินงานวจิยั

	 ศึกษาสมบติัของฟังกช์นัฟีโบนกัชี และนิยามคาบของฟังกช์นัฟีโบนกัชี พร้อมทั้งให้สมบติัท่ีส�ำคญัของคาบของ

ฟังกช์นัฟีโบนกัชี พร้อมทั้งพิสูจนส์มบติัทั้งหมดตามหลกัการทางคณิตศาสตร์ และสร้างตวัอยา่งเช่ือมโยงกบัล�ำดบัฟีโบนกัชี
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ผลการวจิยั
ทฤษฎีบท 1 แสดงใหเ้ห็นถึงความสมัพนัธ์ของ f(₋n) และ f(n) 

ทฤษฎบีท 1 ให ้f เป็นฟังกช์นัฟีโบนกัชี และ n เป็นจ�ำนวนเตม็บวก ไดว้า่

1) ถา้ f(0) = 0 แลว้ f(₋n) = (₋1)n+1f(n)

2) ถา้ f(0) = 2f(1) แลว้ f(₋n) = (₋1)nf(n)

บทพสูิจน์ การพิสูจนท์ฤษฎีบทน้ีใชห้ลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์แบบเขม้ในการพิสูจน์

1) ให ้P(n) แทนขอ้ความ f(₋n) = (₋1)n+1f(n)

พิจารณา n = 1 ไดว้า่ f(₋1) = f(1) ₋ f(0) = f(1) = (₋1)1+1f(1) 

ท�ำใหไ้ดว้า่ P(1) เป็นจริง

ให ้k เป็นจ�ำนวนเตม็บวกใดๆ และสมมติวา่ P(m) เป็นจริงส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็บวก m ≤ k

ดงันั้น f(₋k) = (₋1)k+1f(k) และ f(₋k+1) = f(₋(k₋1)) = (₋1)(k-1)+1f(k₋1)

จาก f(-(k+1)) = f(-k-1) = f(-k+1) ₋ f(₋k)

ท�ำใหไ้ดว้า่ f(₋(k+1)) = (₋1)(k-1)+1f(k-1) ₋ (₋1)k+1f(k)

ซ่ึงไดว้า่ f(-(k+1)) = (₋1)(k+1)+1f(k₋1) + (₋1)(k+1)+1f(k) = (₋1)(k+1)+1f(k+1)

ท�ำใหไ้ดว้า่ P(k+1) เป็นจริง

ดงันั้น โดยหลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์แบบเขม้ จึงสามารถสรุปไดว้า่ f(₋n) = (₋1)n+1f(n) ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็บวก n 

2) ให ้P(n) แทนขอ้ความ f(₋n) = (₋1)nf(n)

พิจารณาเม่ือ n = 1 จะไดว้า่ f(₋1) = f(1) ₋ f(0) = f(1) – 2f(1)  = (₋1)f(1) = (₋1)1f(1) 

ท�ำใหไ้ดว้า่ P(1) เป็นจริง

ให ้k เป็นจ�ำนวนเตม็บวกใดๆ และสมมติวา่ P(m) เป็นจริงส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็บวก m < k

จึงไดว้า่ f(₋k) = (₋1)kf(k) และ f(₋k+1) = f(₋(k₋1)) = (₋1)k+1f(k₋1)

และจาก f(₋(k+1)) = f(₋k₋1) = f(₋k+1) ₋ f(₋k)

ท�ำใหไ้ดว้า่ f(₋(k+1)) = (₋1)k+1f(k₋1) ₋ (₋1)kf(k)

และ f(₋(k+1)) = (₋1)k+1f(k₋1) + (₋1)k+1f(k) = (₋1)k+1f(k+1)

ท�ำใหไ้ดว้า่ P(k+1) เป็นจริง

ดงันั้น โดยอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์แบบเขม้ จึงท�ำใหส้รุปไดว้า่ f(₋n) = (₋1)nf(n) ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็บวก n

	 บทแทรกต่อไปน้ีจะแสดงใหเ้ห็นพจน์ของล�ำดบัฟีโบนกัชีและล�ำดบัลูคสัเม่ือขยายล�ำดบัโดยใชโ้ดเมนเป็นเซตของ

จ�ำนวนเตม็โดยใชท้ฤษฎีบท 1 ในการช่วยพิสูจน์

บทแทรก 1 ให ้n เป็นจ�ำนวนเตม็บวก ไดว้า่
1) F-n = (₋1)n+1Fn

2) L-n = (₋1)nLn

บทพสูิจน์	 1) สงัเกตวา่ล�ำดบัฟีโบนกัชีจะสอดคลอ้งกบัเง่ือนไข 1) ในทฤษฎีบท 1 จึงไดว้า่ F-n = (₋1)n+1Fn

	 2) สงัเกตวา่ล�ำดบัลูคสัจะสอดคลอ้งกบัเง่ือนไข 2) ในทฤษฎีบท 1 จึงไดว้า่ L-n = (₋1)nLn

ตวัอย่าง 1 ให ้n เป็นจ�ำนวนเตม็บวกใดๆ

เม่ือพิจารณา ล�ำดบัฟีโบนกัชี (นัน่คือ F0 = 0 และ F1 = 1) จะพบวา่

n 1 2 3 4 5 6 7 8

Fn 1 1 2 3 5 8 13 21

F-n = (₋1)n+1Fn 1 -1 2 -3 5 -8 13 -21

นัน่คือ ล�ำดบัฟีโบนกัชี เม่ือพิจารณาบนเซตของจ�ำนวนเตม็ คือ 

…, -21, 13, -8, 5, -3, 2, -1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, …
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พิจารณา ล�ำดบัลูคสั (นัน่คือ L0 = 2 และ L1 = 1) จะไดว้า่

n 1 2 3 4 5 6 7 8

Ln 1 3 4 7 11 18 29 47

L-n = (₋1)nLn -1 3 -4 7 -11 18 -29 47

ดงันั้น ล�ำดบัของจ�ำนวนลูคสั เม่ือพิจารณาบนเซตของจ�ำนวนเตม็ คือ 

…, 47, -29, 18, -11, 7, -4, 3, -1, 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, …

ทฤษฎบีท 2 ให ้f เป็นฟังกช์นัฟีโบนกัชีและให ้m เป็นจ�ำนวนเตม็บวกท่ีมากกวา่ 1 แลว้จะมี จ�ำนวนเตม็บวก k ซ่ึง 1 ≤ k ≤m2  
ท่ีท�ำให ้f(n+k)≡f(n) (mod m) ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็ n

บทพสูิจน์ พิจารณาคู่อนัดบั (f(j), f(j+1)) มอดุโล m พบวา่โอกาสในการเกิดทั้งหมด m2 ชุด ดงัน้ี 

	 (0,0),	 (1,0),	 (2,0),	 (3,0),	 …	 (m-1,0)

	 (0,1),	 (1,1),	 (2,1),	 (3,1),	 …	 (m-1,1)

	 (0,2),	 (1,2),	 (2,2),	 (3,2),	 …	 (m-1,2)
⋮

(0,m-1),	 (1,m-1),	 (2,m-1),	 (3,m-1),	 …	 (m-1,m-1)

เม่ือพิจารณาจ�ำนวนเตม็ 1 ≤ k ≤m2 พบวา่มีค่าทั้งหมด m2+1 ค่า 

ดงันั้น จากหลกัการช่องนกพิราบ จะตอ้งมีจ�ำนวนเตม็ i และ j ซ่ึง 0 ≤ i < j ≤ m2 ท่ีท�ำให ้(f(i), f(i+1)) ≡ (f(j), f(j+1)) (mod m)
นัน่คือ f(i) ≡ f(j) (mod m) และ f(i+1) ≡ f(j+1) (mod m)
ให ้k = j - i จะพิสูจนว์า่ f(n+k) ≡ f(n) (mod m) ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็ n
สงัเกตวา่ f(i) ≡ f(j) (mod m)
                          ≡ f(k+i) (mod m)
และ      f(i+1) ≡ f(j+1) (mod m)

                          ≡ f(k+i+1) (mod m)

ต่อไปจะพิสูจนก์รณีอ่ืนๆ โดยใชห้ลกัอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์แบบเขม้ แบ่งการพิจารณาออกเป็น 2 กรณี ดงัน้ี

กรณทีี ่1 ให ้n เป็นจ�ำนวนเตม็ซ่ึง n ≥i
สมมติวา่ f(n) ≡ f(n+k) (mod m) และ f(n+1) ≡ f(n+1+k) (mod m)
จะไดว้า่ f(n+2) ≡ f(n+1) + f(n) (mod m) 

≡ f(n+1+k) + f(n+k) (mod m) 

≡ f(n+2+k) (mod m)

จากการพิสูจนใ์นกรณีน้ีท�ำใหไ้ดว้า่ f(n+k) ≡ f(n) (mod m) ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็บวก n > i+1
กรณทีี ่2 ให ้n เป็นจ�ำนวนเตม็ซ่ึง n < i
สมมติวา่ f(n) ≡ f(n+k) (mod m)  และ f(n+1) ≡ f(n+1+k) (mod m)

ไดว้า่  f(n-1) ≡ f(n+1) - f(n) (mod m)
≡ f(n+1+k) ₋ f(n+k) (mod m)
≡ f(n ₋1+k) (mod m)

จากการพิสูจนใ์นกรณีน้ีท�ำใหส้รุปไดว้า่ f(n+k) ≡ f(n) (mod m) ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็บวก n < i
จะนิยามค่า k ท่ีสอดคลอ้งตามทฤษฎีบท 2 วา่ คาบของ f มอดุโล m ดงับทนิยามต่อไปน้ี

บทนิยาม 1 ให้ f เป็นฟังก์ชนัฟีโบนักชีและ m เป็นจ�ำนวนเต็มบวกท่ีมากกว่า 1 จะเรียกจ�ำนวนเต็มบวก k ท่ีสอดคลอ้ง 

f(n+k) ≡ f(n) (mod m) ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็ n วา่ คาบ (Period) ของ f มอดุโล m และเรียกจ�ำนวนเตม็บวก k ท่ีนอ้ยท่ีสุด

สอดคลอ้ง f(n+k) ≡ f(n) (mod m) ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็ n วา่ คาบปฐมฐาน (Primitive Period) ของ f มอดุโล m และเขียน

แทนดว้ยสญัลกัษณ์ k(m)
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ตวัอย่าง 2 ให ้f เป็นฟังกช์นัโบนกัชีโดยท่ี f(0) = 4 และ f(1) = 2 

พิจารณา m = 3 จะได้

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

f(n) (mod 3) 2 0 2 2 1 0 1 1 2 0

นัน่คือ k(3) = 8

พิจารณา m = 5 จะได้

n 1 2 3 4 5 6 7 8

f(n) (mod 5) 2 1 3 4 2 1 3 4

นัน่คือ k(5) = 4

	 บทแทรกต่อไปน้ีแสดงถึงขอบเขตของคาบปฐมฐาน

บทแทรก 2 ให ้k(m) เป็นคาบปฐมฐานของ f แลว้ 1 ≤ k(m) ≤ m2 

บทพสูิจน์ ไดโ้ดยตรงจากทฤษฎีบท 2

	 ทฤษฎีบทต่อไปแสดงใหเ้ห็นถึงความสมัพนัธ์ของคาบและคาบปฐมฐาน

ทฤษฎบีท 3 ให ้k ป็นจ�ำนวนเตม็บวก ไดว้า่ k เป็นคาบของ f มอดุโล m กต่็อเม่ือ k(m) | k

บทพสูิจน์ ให ้k เป็นคาบ ดงันั้น k ≥ k(m) จากขั้นตอนวธีิการหาร จะมี q และ r เป็นจ�ำนวนเตม็ท่ีท�ำให ้k = qk(m) + r โดยท่ี 

0 ≤ r < k(m) เน่ืองจาก k(m) และ k เป็นจ�ำนวนเตม็บวก ดงันั้น q เป็นจ�ำนวนเตม็บวก ให ้n เป็นจ�ำนวนเตม็ใดๆ ไดว้า่ 

f(n) ≡	 f(n+k) (mod m)
	 ≡	 f(n+r+qk(m)) (mod m)

              	 ≡	 f(n+r+(q-1)k(m)+k(m)) (mod m)

              	 ≡	 f(n+r+(q-1)k(m)) (mod m) เน่ืองจาก k(m) เป็นคาบ
               	 ⋮

              	 ≡	 f(n+r+k(m)) (mod m)

              	 ≡	 f(n+r) (mod m)

ดงันั้น f(n) ≡ f(n+r) (mod m)ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็ n ถา้ r > 0 จะท�ำให ้r เป็นคาบของ f มอดุโล n ซ่ึง r < k(m) ท�ำใหเ้กิด

ขอ้ขดัแยง้ จะท�ำใหไ้ด ้r = 0 เพราะฉะนั้น k = qk(m)  นัน่คือ k(m) | m

ในทางกลบักนั สมมติให ้k(m) | mไดว้า่ k = qk(m) ส�ำหรับบางจ�ำนวนเตม็บวก q 

ให ้n เป็นจ�ำนวนเตม็ใดๆ ไดว้า่
f(n) ≡	 f(n+k(m)) (mod m)
	 ≡	  f(n+2k(m)) (mod m)
	 ⋮
	 ≡	  f(n+qk(m)) (mod m)
	 ≡	  f(n+k) (mod m)

ดงันั้น k เป็นคาบของ f มอดุโล m ตามตอ้งการ

ทฤษฎีบทต่อไปน้ี แสดงใหเ้ห็นถึงความสมัพนัธ์ของ k(mn) กบั k(m) และ k(n) เม่ือ (m,n) = 1 

ทฤษฎบีท 4 ให ้m และ n เป็นจ�ำนวนเตม็บวกท่ีมากกวา่ 1 ถา้ (m,n) = 1 แลว้ k(mn) = [k(m), k(n)] 

บทพสูิจน์ เน่ืองจาก k(mn) เป็นคาบของ f มอดุโล mn จึงไดว้า่ f(N+k(mn)) ≡ f(N) (mod mn) ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็ N จึงไดว้า่ 

f(N+k(mn)) ≡ f(N) (mod m)	 					     (1)

f(N+k(mn)) ≡ f(N) (mod n)						      (2)

ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็ N

โดย (1) และ (2) จะไดว้า่ k(mn) เป็นคาบของ f มอดุโล m และเป็นคาบของ f มอดุโล n ตามล�ำดบั และจากทฤษฎีบท 3 ทราบวา่ 

k(m) | k(mn) และ k(n) | k(mn) ดงันั้นจึงสรุปไดว้า่ [k(m),k(n)] | k(mn)

ในทางกลบักนั เน่ืองจาก k(m) | [k(m),k(n)] และk(n) | [k(m),k(n)] ดงันั้น จากทฤษฎีบท 3 ไดว้่า [k(m),k(n)] 
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เป็นคาบของ f มอดุโล m และคาบของ f มอดุโล n นัน่คือ

f(N+[k(m),k(n)]) ≡ f(N) (mod m) และ f(N+[k(m),k(n)]) f(N) (mod n)

ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็ N

เน่ืองจาก (m, n) = 1 ท�ำใหไ้ดว้า่ f(N+[k(m),k(n)]) f(N) (mod mn) ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเตม็ N ไดว้า่ [k(m), k(n)] เป็นคาบ

ของ f มอดุโล mn ดงันั้น โดยทฤษฎีบท 3 ท�ำใหไ้ดว้า่ k(mn) | [k(m), k(n)]

ดงันั้น จึงสรุปไดว้า่ ถา้ (m, n) = 1 แลว้ k(mn) = [k(m), k(n)]

ตัวอย่าง 3 ให ้f เป็นฟังกช์นัโบนกัชีโดยท่ี f(0) = 4 และ f(1)=2  จะหา k(15) โดยใชท้ฤษฎีบท 4 ให ้m = 3 และ n = 5 นัน่คือ mn = 15 

เน่ืองจาก (3,5) = 1 จากทฤษฎีบท 4 ท�ำใหไ้ดว้า่ k(15) = [k(3), k(5)] และจากตวัอยา่ง 2 ไดว้า่ k(15) = [k(3), k(5)] = [8, 4] =8

อภปิรายและสรุปผลการวจิยั
ฟังกช์นัฟีโบนกัชีเป็นนยัทัว่ไปของล�ำดบัฟีโบนกัชีและล�ำดบัลูคสั ในการวจิยัน้ี ไดศึ้กษาคาบของฟังกช์นัฟีโบนกัชี

มอดุโล m ซ่ึงเป็นการขยายการศึกษาคาบของล�ำดบัของจ�ำนวนฟีโบนกัชีมอดุโล m และสามารถน�ำไปประยกุตใ์ชใ้นการศึกษา

คาบของล�ำดบัลูคสัมอดุโล m และส�ำดบัอ่ืนท่ีเกิดจากกรณีเฉพาะของฟังกช์นัฟีโบนกัชี

	 นอกจากน้ี ผูส้นใจยงัสามารถต่อยอดจากบทความน้ีไดโ้ดยใชค้วามรู้เร่ืองฟังกช์นัฟีโบนกัชีขยายการศึกษาสมบติัของ

จ�ำนวนฟีโบนกัชีอ่ืนๆ ไดด้ว้ย
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