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บทคดัย่อ
ก�ำหนดใหก้ราฟเชิงเดียว (( ( ), ( ))=G V G E G  เป็นกราฟเช่ือมโยงและไม่ระบุทิศทาง ซ่ึงมีจ�ำนวน

จุดยอด p  จุด และมีจ�ำนวนเสน้เช่ือม q  เสน้ ก�ำหนดให ้ f  เป็นฟังกช์นัท่ีส่งเซตของจุดยอดของกราฟ G  ไปยงั

เซตของจ�ำนวนเตม็ {0,1 , 2, 3, , }… q  และ *f  เป็นฟังกช์นัท่ีส่งเซตของเสน้เช่ือมของกราฟ G  ไปยงัเซตของ

จ�ำนวนเตม็บวก {1, 2, 3, , }… q  ก�ำหนดโดย
* ) ( ) ( )( = −f uv f u f v

ส�ำหรับทุกจุดยอด , ( )∈u v V G  และเสน้เช่ือม ( )∈uv E G  ถา้ f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง และ * f เป็นฟังกช์นั

หน่ึงต่อหน่ึงทัว่ถึง แลว้จะเรียก f วา่ การก�ำกบัแบบเกรซฟูล (Graceful Labeling) ของกราฟ G  และเรียก

กราฟ G  พร้อมดว้ยการก�ำกบั f  วา่ กราฟเกรซฟูล (Graceful Graph) ในงานวจิยัน้ี จะหาการก�ำกบัแบบเกรซฟลู

ในรูปแบบทัว่ไปส�ำหรับกราฟใหม่บางกราฟซ่ึงไดจ้ากการท�ำซ�้ ำองคป์ระกอบของกราฟ และพิสูจน์ว่า

กราฟใหม่เป็นกราฟเกรซฟูล

ค�ำส�ำคญั: การก�ำกบัแบบเกรซฟูล การท�ำซ�้ ำของจุดยอด การท�ำซ�้ ำของเสน้เช่ือม กราฟวถีิ

Abstract
	Let a simple graph (( ( ), ( ))=G V G E G  be connected and undirected graph with p vertices and 

q  edges. Let f  be a function from the set of vertices to the set of integer {0,1 , 2, 3, , }… q  and let *f  be 

a function from the set of edge to the set of positive integer {1, 2, 3, , }… q  defined as
* ) ( ) ( )( = −f uv f u f v  

for all , ( )∈u v V G  and ( )∈uv E G . A function f  is called graceful labeling of a graph G  if f  is injective 

and * f  is bijective. The graph G  which admits graceful labeling f  is called a graceful graph. In this 

paper, we find graceful labeling for some new graphs results from the duplication of graph elements and 

then we prove that the new graphs are graceful.

Keywords: Graceful Labeling, Duplication of a Vertex, Duplication of an Edge, Path

1	 ผศ.ดร., สาขาวชิาคณิตศาสตร์และสถิติ คณะวทิยาศาสตร์ มหาวทิยาลยัทกัษิณ พทัลุง 93210
2	นิสิตระดบัปริญญาตรี หลกัสูตร วท.บ. (คณิตศาสตร์), สาขาวชิาคณิตศาสตร์และสถิติ คณะวทิยาศาสตร์ มหาวทิยาลยัทกัษิณ 

พทัลุง 93210
1	Asst. Prof. Dr., Department of Mathematics and Statistics, Faculty of Science, Thaksin University, Phatthalung, 93210, Thailand
2	 Undergradute Students, B.Sc.in Mathematics, Department of Mathematics and Statistics, Faculty of Science, Thaksin 

University, Phatthalung, 93210, Thailand
*	Corresponding author: Tel.: 089-7230444. E-mail address: si_wa_pon@hotmail.com
	 (Received: November 30, 2018; Revised: January 17, 2019; Accepted: February 15, 2019)



วารสารมหาวทิยาลยัทกัษิณ

ปีท่ี 23 ฉบบัท่ี 1 มกราคม-เมษายน 2563

การก�ำกบัแบบเกรซฟลูในบริบทการท�ำซ�้ำองคป์ระกอบของกราฟ

ศิวพร แซ่วนั และคณะ

Thaksin.J., Vol.23 (1) January - April 2020

12

บทน�ำ 
	 กราฟ ( ( ), ( ))=G V G E G  ประกอบดว้ยเซตจ�ำกดั ( )V G  ท่ีไม่เป็นเซตวา่ง และเซต ( )E G  ซ่ึงเป็น

เซตของคู่ไม่เป็นอนัดบัของสมาชิกท่ีแตกต่างกนัใน ( )V G  สมาชิกใน ( )V G  เรียกวา่ จุดยอด หรือ จุด (Vertex) 

สมาชิกใน ( )E G  เรียกว่า เส้นเช่ือม หรือ เส้น (Edge) ในท่ีน้ีเพ่ือความสะดวกจะเขียนแทนกราฟ 

( ( ), ( ))=G V G E G  ดว้ยกราฟ  G  ถา้กราฟ G มีจ�ำนวนจุดยอด p  จุด แลว้จะเขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ 

( ) =V G p  ถา้กราฟ G มีจ�ำนวนเสน้เช่ือม q  เสน้ แลว้จะเขียนแทนดว้ยสญัลกัษณ์ ( ) =E G q  ถา้จุด u  

และ v  เป็นจุดยอดในกราฟ G  และ =e uv  เป็นเสน้เช่ือมในกราฟ G  แลว้จะกล่าววา่ 1) จุดยอด u  ประชิด 

(Adjacent) กบัจุดยอด v  2) เสน้เช่ือม e  กระทบ (Incident) กบัจุดยอด u  หรือกล่าววา่ จุด u  กระทบกบั

เสน้เช่ือม e  3) เสน้เช่ือม e  เช่ือม (Join) จุดยอด u  และจุดยอด v  4) ยา่นใกลเ้คียง (Neighborhood) ของจุดยอด v  

ในกราฟ G  คือเซตของจุดยอดทั้งหมดท่ีประชิดกบัจุดยอด v ในกราฟ G  เขียนแทนดว้ย ( )N v นัน่คือ

{ }  ( ) |   ( ) ( )= ∈ ∈u V G uvN v E G  ส�ำหรับจุดยอด v  ในกราฟ G  ดีกรี (Degree) ของจุดยอด v  คือจ�ำนวนเสน้เช่ือม

ท่ีกระทบกบัจุดยอด v  ส�ำหรับจุดยอดท่ีมีดีกรี 1 จะเรียกวา่ จุดยอดเพน็เดนท ์(A Pendent Vertex) เสน้เช่ือม

ท่ีกระทบกบัจุดยอดเพน็เดนท ์เรียกวา่ เสน้เช่ือมเพน็เดนท ์(A Pendent Edge) ส�ำหรับจุดยอดu  และ v  ใน

กราฟ G  วถีิ u v-  ในกราฟ G  (A Path in the Graph G ) คือล�ำดบัของจุดยอดและเสน้ในกราฟ G  ท่ีสลบักนั 

โดยเร่ิมตน้จากจุดยอด u และส้ินสุดท่ีจุดยอด v  ซ่ึงทุก ๆ  จุดยอดในวถีิตอ้งแตกต่างกนั ถา้มีวถีิ u v- ในกราฟ G  

แลว้จะกล่าววา่ จุดยอด u  เช่ือมโยง (Connect) กบัจุดยอด v  หรือกล่าววา่ จุดยอด u และ จุดยอด v  เช่ือมโยงกนั 

ถา้ทุกๆ สองจุดยอดใดๆ ในกราฟ G  เช่ือมโยงกนั แลว้จะเรียกกราฟ G  วา่ กราฟเช่ือมโยง (A Connected Graph) 

กราฟวถีิ (A Path Graph) หมายถึงกราฟเช่ือมโยงท่ีมีจุดยอดจ�ำนวน n  จุด และเสน้เช่ือมจ�ำนวน 1n-  เสน้ 

แต่ละจุดมีดีกรีอยา่งมากท่ีสุดคือ 2 เขียนแทนดว้ย nP  

		  ส�ำหรับกราฟเช่ือมโยง G  ท่ีมีเส้นเช่ือมจ�ำนวน q  เส้น การก�ำกบั (Labeling) บนกราฟ G คือ

การก�ำหนดช่ือใหก้บัจุดยอด หรือเสน้เช่ือม หรือทั้งจุดยอดและเสน้เช่ือมของกราฟ G  ภายใตเ้ง่ือนไขท่ีก�ำหนด 

การก�ำกบัแบบเกรซฟลู (Graceful Labeling) ของกราฟ G  คือการก�ำหนดช่ือใหก้บัจุดยอดและเสน้เช่ือมของ

กราฟ G  ดว้ยจ�ำนวนเตม็ดงัน้ี

ก�ำหนดฟังกช์นั f  และ * f  ดงัน้ี

: {0,1 , 2,3, ,)  }( → …f G qV  และ * : {1, 2,3, , }( ) → …Ef qG

โดยท่ี * ) ( ) ( )( = −f uv f u f v  ส�ำหรับทุกจุดยอด , ( )∈u v V G  และเสน้เช่ือม ( )∈uv E G  

ถา้ f เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง และ * f เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึงทัว่ถึง แลว้จะเรียก f วา่ การก�ำกบัแบบเกรซฟลู 

(Graceful Labeling) ของกราฟ G  และเรียกกราฟ G  พร้อมดว้ยการก�ำกบัช่ือจุดยอดแบบเกรซฟูล f  ว่า 

กราฟเกรซฟูล (Graceful Graph) เรียกเซต {0,1 , 2,3, , }… q  หรือ {1, 2, 3, , }… q  วา่ เซตก�ำกบั (Label Set)

การก�ำกบัแบบเกรซฟูลเร่ิมตน้ศึกษาโดย Rosa [1] ซ่ึงโรซาเรียกการก�ำกบัจุดยอดดงักล่าววา่ การก�ำกบั-β 
(β -labeling) ต่อมา Golomb [2] ไดเ้รียกการก�ำกบัจุดยอดดงักล่าววา่ การก�ำกบัแบบเกรซฟลู (Graceful Labeling) 

มีนกัวจิยัทางดา้นทฤษฎีกราฟหลายท่านไดศึ้กษาเก่ียวกบัการก�ำกบัแบบเกรซฟูลอาทิเช่น ในปี 2007 Cattell 

[3] ไดศึ้กษาการก�ำกบัแบบเกรซฟลูบนกราฟซ่ึงสร้างข้ึนใหม่ และหาการก�ำกบัแบบเกรซฟูลในรูปแบบทัว่ไป

ส�ำหรับกราฟวถีิ nP  ในปี 2014 Kaneria et al. [4] ศึกษาการก�ำกบัแบบเกรซฟูลบนกราฟใหม่ท่ีไดจ้ากการ

ด�ำเนินการบนกราฟวง และการด�ำเนินการบนกราฟสองส่วนบริบูรณ์ (Complete Bipartite Graph) ปี ค.ศ. 2015 
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Boxwala and Vashishta [5] ศึกษาการก�ำกบัแบบเกรซฟูลบน กราฟใหม่ โดยกราฟใหม่สร้างจากการด�ำเนินการ

บนกราฟวง Koh et al. [6] ศึกษาการก�ำกบัแบบเกรซฟลูบนกราฟใหม่ท่ีไดจ้ากการเช่ือม (Join) กราฟบริบูรณ์ 

(Complete Graph) กราฟวา่ง (Empty Graph) และกราฟวง (Cycle หรือ Cycle Graph) ในปี 2016 Hegde and 

Kumudakshi [7] ศึกษาการก�ำกบัแบบเกรซฟลูบนกราฟระบุทิศทาง ในปี 2017 Khatun and Nayeem [8] ได้

ศึกษาเง่ือนไขท่ีจ�ำเป็นและเพียงพอ ท่ีจะท�ำให้กราฟตัวหารของศูนย์เป็นกราฟเกรซฟูล ในปี 2018 

Ragukumar and Sethuraman [9] ไดแ้สดงให้เห็นวา่กราฟตน้ไมท้วภิาคเป็นกราฟเกรซฟูล ในปีเดียวกนั 

Wang and Zhang [10] ศึกษาเง่ือนไขท่ีจ�ำเป็นและเพียงพอท่ีจะท�ำใหก้ราฟปกติมีการก�ำกบัแบบเกรซฟูล 

ส�ำหรับจุดมุ่งหมายในงานวจิยัน้ีคือ สร้างกราฟใหม่โดย

	 1. การท�ำซ�้ ำเสน้เช่ือมดว้ยจุดยอด (Duplication of an Edge by a Vertex) บนกราฟวถีิ nP  

	 2. การท�ำซ�้ ำจุดยอดดว้ยจุดยอด (Duplication of a Vertex by a Vertex) บนกราฟวถีิ nP
และหาการก�ำกบัแบบเกรซฟลูในรูปแบบทัว่ไปของกราฟใหม่ พร้อมทั้งพิสูจนก์ารก�ำกบัแบบเกรซฟลูท่ีได้

เป็นไปตามท่ีก�ำหนด

วธีิด�ำเนินการ 
1. ศึกษาการก�ำกบัแบบเกรซฟูล และกราฟเกรซฟูลจากหนงัสือ เอกสาร และงานวจิยั ท่ีเก่ียวขอ้ง

2. ศึกษาวธีิการสร้างกราฟใหม่ จากหนงัสือ เอกสาร และ งานวจิยั ท่ีเก่ียวขอ้ง

3. สร้างกราฟใหม่โดยการด�ำเนินการบนกราฟวถีิ nP  และหาการก�ำกบัแบบเกรซฟูลในรูปแบบทัว่ไปของ

กราฟใหม่ 

4. พิสูจนท์ฤษฎีบทท่ีได ้

ผลการวจิยั 
บทนิยามที ่1 

ก�ำหนดใหจุ้ดยอด u  และ v  เป็นจุดยอดในกราฟ G  กราฟ ′G เป็นกราฟใหม่ท่ีสร้างจากการท�ำซ�้ ำเสน้เช่ือม 

=e uv  บนกราฟ G  ดว้ยจุดยอดใหม่ ′v  (Duplication of an Edge =e uv  by a Vertex ′v ) โดยท่ี ( ) { , }=′N v u v  

ตวัอย่าง แสดงการสร้างกราฟใหม่จากการท�ำซ�้ ำเสน้เช่ือม =e uv  ดว้ยจุดยอด ′v  บนกราฟ G  

ภาพที ่1 กราฟใหม่จากการท�ำซ�้ ำเสน้เช่ือมดว้ยจุดยอดใหม่

ทฤษฎบีทที ่1 

ก�ำหนดให ้ nP  คือกราฟวถีิท่ีมีจ�ำนวนจุดยอด n  จุด เม่ือ 2≥n  

ถา้ ′
nP  คือกราฟท่ีสร้างโดยการท�ำซ�้ ำเสน้เช่ือมเพน็เดนทด์ว้ยจุดยอดใหม่ ′v  บนกราฟวถีิ nP  ส�ำหรับ 2≥n  
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แลว้จะไดว้า่ ′
nP เป็นกราฟเกรซฟูล

การพสูิจน์ 

การแสดงวา่ ′
nP เป็นกราฟเกรซฟูล จะตอ้งแสดงวา่ มีการก�ำกบัแบบเกรซฟูลส�ำหรับ ′

nP

ให ้ 1 2 3, , ,..., nv v v v  เป็นจุดยอดของกราฟวถีิ nP

ให ้ ′
nP  คือกราฟท่ีไดจ้ากการท�ำซ�้ ำเสน้เพน็เดนทบ์นกราฟวถีิ nP ดว้ย จุดยอดใหม่ ′v  

โดยไม่เสียนยัทัว่ไป ใหเ้สน้เช่ือมเพน็เดนท ์คือเสน้เช่ือม 1 2v v  และท�ำซ�้ ำเสน้เช่ือม 1 2v v  ดว้ยจุดยอด ′v  

พิจารณากราฟ ′
nP จะไดว้า่

( )( ) 1 2 1′= = − + = +nq E P n n
 
และ 

( ) 1′= = + =np V P n q
  

ก�ำหนดการก�ำกบั : ( ) {0,1,2,3,..., 1}′ → = +nf V P q n  

ดงัน้ี 

( ) 0′ =f v       

ส�ำหรับ 1≤ ≤i n    

จะแสดงวา่ f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ดงัน้ี

กรณีท่ี 1 เม่ือ i  และ j  เป็นจ�ำนวนคู่เหมือนกนั

	 ให ้	 ( ) ( )=i jf v f v  

	 จะไดว้า่	   
2 2
=

i j  

	 ดงันั้น	   =i j  

	 นัน่คือ f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง

กรณีท่ี 2 เม่ือ i  และ j  เป็นจ�ำนวนค่ีเหมือนกนั

ให ้		      ( ) ( )=i jf v f v  

	 จะไดว้า่	    
1 1( 1) ( 1)

2 2
− −   + − = + −   

   
i jn n  

   1 1
2 2
− −   =   

   
i j

	 ดงันั้น	   	              =i j  

	 นัน่คือ f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง

11 , 1,3,5,...
2( )

, 2, 4,6,...
2

− + − == 
 =


i

in i
f v

i i
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กรณีท่ี 3 	เม่ือ i  เป็นจ�ำนวนค่ีและ j  เป็นจ�ำนวนคู่ (หรือ i  เป็นจ�ำนวนคู่และ j
 เป็นจ�ำนวนค่ี)

สมมติให ้ ≠i j  และ ( ) ( )=i jf v f v  

จะได ้       
 

1( 1)
2 2
− + − = 

 
i jn  

     	                               3 2+ − =i j n
แต่เน่ืองจาก ≤i n  และ ≤j n  

จะได	้  3 3 2 3 2+ − ≤ + − = − <i j n n n n  เกิดขอ้ขดัแยง้ 

ดงันั้น ( ) ( )≠i jf v f v  

นัน่คือ f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง

จากทั้ง 3 กรณี จะไดว้า่นัน่คือ f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง

ต่อไปพิจารณา ∗f  

เน่ืองจากเสน้เช่ือมในกราฟ ′
nP  ประกอบดว้ยเสน้ 1 2,′ ′v v v v  และเสน้ 1 2 2 3 3 4 1, , , , −n nv v v v v v v v  

ซ่ึงกราฟ ′
nP  มีจ�ำนวนเสน้เช่ือมทั้งหมด 1+n  เสน้ 

จากการก�ำหนด f  จะได ้ *f  ดงัน้ี

กรณีท่ี 1

1 1 1( ) ( ) ( ) 0 ( ) 1∗ ′ ′= − = − = +f v v f v f v f v n
กรณีท่ี 2

2 2 2( ) ( ) ( ) 0 ( ) 1∗ ′ ′= − = − =f v v f v f v f v

กรณีท่ี 3 ส�ำหรับ {1,2,3,..., 1}∈ −i n  จะไดว้า่ 

1 1( ) ( ) ( ) 1∗
+ += − = + −i i i if v v f v f v n i  

เม่ือแทน 1,2,3,..., 1= −i n  จะได ้ , 1, 2,...4,3, 2− −n n n  ตามล�ำดบั

ดงันั้นจากทั้ง 3 กรณีจะไดว้า่ { ( ( ))} {1,2,3,..., 1}∗ ′ = +nf E P n  

จะแสดงวา่ ∗f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 

พิจารณาเฉพาะกรณีท่ี 1,2,3,..., 1= −i n  

สมมติให ้	 1 1( ) ( )∗ ∗
+ +=i i j jf v v f v v  

จะไดว้า่                      1 1+ − = + −n i n j  

ดงันั้น    	                               =i j  

นัน่คือ ∗f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง

เน่ืองจากกราฟ ′
nP  มีจ�ำนวนเสน้เช่ือมคือ ( ) 1′ = +nE P n เสน้ และ{ ( ( ))} {1,2,3,..., 1}∗ ′ = +nf E P n  

และเน่ืองจาก ∗f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง ดงันั้น ∗f เป็นฟังกช์นัทัว่ถึง
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ท�ำใหไ้ดว้า่ f  เป็นการก�ำกบัแบบเกรซฟูลส�ำหรับ ′
nP  

นัน่คือ ′
nP  พร้อมดว้ยการก�ำกบั f  เป็นกราฟเกรซฟูล

ตวัอย่าง แสดงกราฟเกรซฟูลโดยใชก้ารก�ำกบัแบบเกรซฟูลตามทฤษฎีบทท่ี 1

ภาพที ่2 กราฟเกรซฟูลซ่ึงเป็นกราฟท่ีไดจ้ากการท�ำซ�้ ำเสน้เช่ือมดว้ยจุดยอดใหม่

บทนิยามที ่2 

ก�ำหนดใหจุ้ด kv  เป็นจุดยอดในกราฟ G  กราฟ ′G เป็นกราฟใหม่ท่ีสร้างจากการท�ำซ�้ ำของจุดยอด kv บน

กราฟ G ดว้ยจุดยอดใหม่ ′
kv  (Duplication of a Vertex kv by a Vertex )′kv  โดยท่ี )( )(= ′

k kN v N v  

ตวัอย่าง แสดงการสร้างกราฟใหม่จากการท�ำซ�้ ำจุดยอด kv ดว้ยจุดยอดใหม่ ′
kv  บนกราฟ G  

ภาพที ่3 กราฟใหม่จากการท�ำซ�้ ำจุดยอดดว้ยจุดยอดใหม่

ทฤษฎบีทที ่2 

ก�ำหนดให ้ nP  คือกราฟวถีิท่ีมีจ�ำนวนจุดยอด n  จุด เม่ือ 2≥n

ถา้กราฟ nP  ไดจ้ากการท�ำซ�้ำดว้ยจุดยอดเพน็เดนทบ์นกราฟวถีิ nP  ดว้ยจุดยอดใหม่ ′v  แลว้ nP  เป็นกราฟเกรซฟูล
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การพสูิจน์

การแสดงวา่ nP เป็นกราฟเกรซฟูล จะตอ้งแสดงวา่ มีการก�ำกบัแบบเกรซฟูลส�ำหรับ nP ดงัต่อไปน้ี

ใหจุ้ด 1 2 3, , ,..., nv v v v  เป็นของจุดยอดของกราฟวถีิ nP  โดยไม่เสียนยัทัว่ไปให ้ 1v  เป็นจุดยอดเพน็เดนท์

ให ้ nP  คือกราฟท่ีไดจ้ากการท�ำซ�้ ำจุดยอด 1v ดว้ยจุดยอดใหม่ ′v  

พิจารณากราฟ nP  

จะไดว้า่ 	 ( ) ( 1) 1= = − + =nq E P n n  และ ( ) 1= = +np V P n  

ก�ำหนดการก�ำกบั : ( ) {0,1,2,..., }→ =nf V P n q  

ดงัน้ี
( )′ =f v n

       

ส�ำหรับ 1,2,3,...,=i n 	
1( 1) , 1,3,5,...

2
( )

1 , 2,4,6,...
2

 − = − − =   


 = − + =   

i

in i
f v

ii i
 

ต่อไปจะแสดงวา่ f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง

กรณีท่ี 1	 เม่ือ i  และ j  เป็นจ�ำนวนคู่เหมือนกนั

	 ให ้		  ( ) ( )=i jf v f v  

	 จะไดว้า่	   1 1
2 2

   − + = − +   
   

i ji j  

		    	  
2 2
=

i j

	 ดงันั้น	   	   =i j  

	 นัน่คือ f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง

กรณีท่ี 2	 เม่ือ i  และ j  เป็นจ�ำนวนค่ีเหมือนกนั

ให ้		     ( ) ( )=i jf v f v  

	 จะไดว้า่	    1 1( 1) ( 1)
2 2
− −   − − = − −   

   
i jn n  

	 ดงันั้น	   	            =i j  

	 นัน่คือ f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง

กรณีท่ี 3 	เม่ือ i  เป็นจ�ำนวนคู่และ j  เป็นจ�ำนวนค่ี (หรือ i  เป็นจ�ำนวนค่ีและ j  เป็นจ�ำนวนคู่)

สมมติให ้ ≠i j  และ ( ) ( )=i jf v f v  

จะได ้ ( ) 11 1
2 2

−   − + = − −   
   

i ji n  

     	                 1 2+ − =i j n
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แต่เน่ืองจาก ≤i n  และ ≤j n  

จะได	้  1 1 2 1 2+ − ≤ + − = − <i j n n n n  

เกิดขอ้ขดัแยง้ ดงันั้น ( ) ( )≠i jf v f v  

นัน่คือ f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง

จากทั้ง 3 กรณี จะไดว้า่ f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง

ต่อไปพิจารณา ∗f  

เน่ืองจากเสน้เช่ือมในกราฟ nP  คือ 2 1 2 2 3 1, , ,..., −′ n nv v v v v v v v  มีจ�ำนวนเสน้เช่ือมทั้งหมด n  เสน้

จากการก�ำหนด f  จะได ้ *f  คือ 

2( )∗ ′ =f v v n  

1( )∗
+ = −i if v v n i   เม่ือ {1,2,3,..., 1}∈ −i n

เม่ือแทน 1,2,3,..., 1= −i n  จะได ้ 1, 2,...3, 2,1− −n n  ตามล�ำดบั

ดงันั้น { ( ( ))} {1,2,3,..., 1, }∗ = −nf E P n n  หรือ * {1,2,3,..., 1, }= −
f

R n n

นัน่คือ ∗f  เป็นฟังกช์นัทัว่ถึง

ต่อไปจะแสดงวา่ ∗f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง 

พิจารณาเฉพาะกรณีท่ี 1,2,3,..., 1= −i n  

สมมติให ้     1 1( ) ( )∗ ∗
+ +=i i j jf v v f v v  

จะไดว้า่                 − = −n i n j  

ดงันั้น    	                     =i j  

นัน่คือ ∗f  เป็นฟังกช์นัหน่ึงต่อหน่ึง

ท�ำใหไ้ดว้า่ f  เป็นการก�ำกบัแบบเกรซฟูลส�ำหรับ nP  ดงันั้น nP  พร้อมดว้ยการก�ำกบั f  เป็นกราฟเกรซฟูล

ตวัอย่าง แสดงกราฟเกรซฟูลโดยใชก้ารก�ำกบัแบบเกรซฟูลตามทฤษฎีบทท่ี 2

ภาพที ่4 กราฟเกรซฟูลซ่ึงเป็นกราฟท่ีไดจ้ากการท�ำซ�้ ำจุดยอดดว้ยจุดยอดใหม่
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อภปิรายผลและสรุป 
ในงานวจิยัน้ีไดส้ร้างทฤษฎีบทใหม่จ�ำนวน 2 ทฤษฎีบท แต่ละทฤษฎีบทประกอบดว้ย กราฟใหม่

ซ่ึงสร้างจากกราฟวิถี โดยการท�ำซ�้ ำเส้นเช่ือมเพน็เดนทด์ว้ยจุดยอดใหม่บนกราฟวิถี nP  และท�ำซ�้ ำจุดยอด

เพน็เดนทด์ว้ยจุดยอดใหม่บนกราฟวถีิ nP  เม่ือไดก้ราฟใหม่แลว้ ถดัไปคือหาการก�ำกบัแบบเกรซฟลูส�ำหรับ

กราฟใหม่ในรูปแบบทัว่ไป พร้อมกบัพิสูจนก์ารก�ำกบัท่ีไดเ้ป็นไปตามเง่ือนไขของการก�ำกบัแบบเกรซฟูล 

ส�ำหรับในงานวจิยัน้ี การพิสูจน ์ ∗f เป็นฟังกช์นัทัว่ถึง แต่ละทฤษฎีบทไดแ้สดงการพิสูจนท่ี์แตกต่างกนั

กติตกิรรมประกาศ 
ไดรั้บทุนอุดหนุนการวจิยัโครงการวจิยัเงินรายไดม้หาวทิยาลยัทกัษิณ กองทุนวจิยัมหาวทิยาลยัทกัษิณ 

ประเภททุนวจิยัพื้นฐาน ประจ�ำปีงบประมาณ พ.ศ. 2561
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