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บทน�ำและทฤษฎีบทที่เกี่ยวข้อง
	 การศึกษาหารูปแบบทั่วไปที่สวยงามทางพีชคณิต

ของจ�ำนวนหลายหลักนั้นนับว่ามีประโยชน์อย่างมาก

ในชีวิตประจ�ำวันของเรา ส�ำหรับช่วยเพิ่มความสะดวก

ให้มากขึ้นในการค�ำนวณหาผลลัพธ์ในกรณีฉุกเฉิน เมื่อ

เราไม่มีเครื่องมือช่วยค�ำนวณ อาทิ เครื่องคิดเลข เครื่อง

คอมพิวเตอร์ หรือแม้กระทั่งโทรศัพท์มือถือ บางครั้ง

แม้ว่าจะมีเครื่องช่วยค�ำนวณเหล่านี้ก็อาจจะค�ำนวณ

หาค่าไม่ได้หากเป็นการค�ำนวณของจ�ำนวนที่มีจ�ำนวน

หลักมาก ๆ ฉะนั้นสูตรลัดบางอย่างส�ำหรับการค�ำนวณ

จึงเป็นทางออกที่เหมาะสมที่สุด ส�ำหรับการศึกษาหา

รูปแบบทั่วไปที่แน่นอนบางอย่างทางพีชคณิตของ

จ�ำนวนที่ทุกหลักเป็นจ�ำนวนเดียวกันได้มีการศึกษาใน

หลายรูปแบบ ดังนี้ อัยเรศ [1] และ ณัฐวุฒิ และ อัยเรศ

[2] ได้นิยามจ�ำนวนเศษเหลือ (remainder number) จาก

ขั้นตอนวิธีการหารส�ำหรับจ�ำนวนเต็ม 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 ใดๆ โดย 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

=

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

เมื่อ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2
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n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 และ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
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1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2
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 = 
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 และ 
2
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 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 
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 = 
#(1) #(2)
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n n 

 และ 

2

#(9) #(9)
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 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 เป็นจ�ำนวนเต็ม โดยที่ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 

และ

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 อัยเรศ [1] ได้ศึกษาและหารูปแบบ

ทั่วไปของผลการยกก�ำลังสองของจ�ำนวนที่ทุกหลักเป็น

เลขโดด 1 โดยได้พบว่าผลการยกก�ำลังสองนี้สามารถ

เขียนอยู ่ในรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนได้และมีลักษณะ

ที่สวยงาม ดังนี้ ก�ำหนดให้ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2
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 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2
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 
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 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
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 และ 
2
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   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดังน้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 
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 = 
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, 
2
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 
   

 = 
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 และ 

2

#(9) #(9)
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 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 เป็นจ�ำนวนเต็มบวก โดยที่ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
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1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
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 และ 
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444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดังน้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2
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 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 
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2

#(3) #(3)
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n n 
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 = 
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111 1222 2
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 และ 
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#(9) #(9)
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 = 
#(9) #(0)
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 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  =

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
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การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  
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 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดังน้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 
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 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 เมื่อ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 และ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  เป็นจ�ำนวนเต็ม ซึ่ง 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2
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1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
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 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 
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 = 
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 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  จะได้

ว่า 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
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การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  
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 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2
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 = 
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 และ 
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 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 = 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
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และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 
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 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 ณัฐพงษ์ และ

อัยเรศ [3] ได้ศึกษาและหารูปแบบทั่วไปของผลการ

ยกก�ำลังสองของจ�ำนวนที่ทุกหลักเป ็นเลขโดด 3

(เลขโดด 6 )  ยกเว้นหลักหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 )

โดยได้พบว่าผลการยกก�ำลังสองนี้สามารถเขียนอยู ่

ในรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนได้ ดังนี้ ส�ำหรับทุกจ�ำนวน

เ ต็ ม บ ว ก  

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 จ ะ ไ ด ้ ว ่ า  

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

แ ล ะ

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 แสงประทีปและ อัยเรศ [4]

ได้ศึกษาและหารูปแบบทั่วไปของผลบวกของผลการ

ยกก�ำลังสองของจ�ำนวนที่ทุกหลักเป ็นเลขโดด 6

(เลขโดด 3, 9 ) กับจ�ำนวนที่ทุกหลักเป็นเลขโดด 6

(เลขโดด 3, 9 ) โดยได้พบว่าผลบวกของผลการยกก�ำลังสอง

นี้สามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนได้ ดังนี้

ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 จะได้ว่า

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดังน้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดังน้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

    แ ล ะ

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดังน้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

ม า ก ก ว ่ า นั้ น  อ ภิ สิ ท ธิ์ 

และ อัยเรศ [5] ได้นิยามและศึกษาลักษณะของจ�ำนวน

หลายหลัก ซึ่งแต่ละหลักเป็นจ�ำนวนเต็ม เช่น 88888  

(จ�ำนวนห้าหลักที่ทุกหลักเป็นเลข 8 ) และ (27) (27) (27)

(27) (27) (27) (27)  (จ�ำนวนเจ็ดหลักที่ทุกหลักเป็นเลข 27)

พร้อมทั้งหาตัวผกผันภายใต้การด�ำเนินการทวิภาค

ที่ณัฐวุฒิ และ อัยเรศ [2] ได้นิยามขึ้นมา

	 บทความนี้จึงมีวัตถุประสงค์เพื่อศึกษาและหา

รูปแบบทั่วไปที่แน่นอนของผลคูณของจ�ำนวนเต็มใดๆ

กับจ�ำนวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นจ�ำนวนเต็มเดียวกัน

โดยเครื่องมือหลักที่เราใช้ในการสร้างจ�ำนวนเศษเหลือ

และการพิสูจน์ คือขั้นตอนวิธีการหาร และหลักการ

อุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ ซึ่งกล่าวไว้ดังนี้

ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm)

[6] ถ้า 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 และ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 เป็นจ�ำนวนเต็ม โดยที่ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)
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และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 
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 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 แล้วมี

จ�ำนวนเต็ม 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
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บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
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จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 เพียงชุดเดียวเท ่านั้น ซึ่ง  

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b     และ  

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

ทฤษฎีบท 2 หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The

Principle of Mathematical Induction) [6] ก�ำหนดให้  

ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 

(1) 0( )P n  เป็นจริง 
(2) ถา้ ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเตม็บวก 0k n  แลว้ ( 1)P k   เป็นจริง 

สรุปไดว้า่ ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก 0n n  
ต่อไปจะแนะน าใหรู้้จกักบัจ านวนเศษเหลืออยา่งละเอียด ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือท่ีส าคญัส าหรับการศึกษาและ

ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 

number) ไวด้งัน้ี ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ และ b  = 10  จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ r  (เศษ
เหลือ) ซ่ึง a  = 10 q r   และ 0 10r   ฉะนั้น r  เป็นจ านวนหน่ึงหลกัหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลกัษณ์
จ านวนเศษเหลือส าหรับ a  โดย 
 qa r  (I) 
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

 

ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามเซตของจ านวนใน (I) ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้  แทนเซตของจ านวนใน (I) ทั้ งหมด นั่นคือ { | ,qr q r   และ 
0 10}r   และเรียกสมาชิกของ  วา่ จ านวนเศษเหลอื (remainder number) 

เพื่อความสะดวก เราเขียนจ านวนเศษเหลือ 0 r  ดว้ย r  ส าหรับทุกจ านวนเต็ม 0 10r   และเพื่อให้
เขา้ใจในผลลพัธ์ของการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะน าการแปลงจ านวนเศษเหลือท่ีไดจ้าก (I) กลบั
เป็นเลขฐานสิบปกติ ซ่ึงท าไดโ้ดยการบวกทแยงจากเศษเหลือตวัขวากบัผลหารตวัซา้ย และส าหรับจ านวนในหลกั
หน่วยให้ดึงเศษลงมาไดเ้ลย เพ่ือให้เขา้ใจไดง่้ายจะขอยกตวัอย่างการแปลงจ านวน 23 1 18 28 47 9 9 745  ท่ีไดจ้าก
ก า ร เ รี ย ง กัน ขอ ง จ า น วน เ ศษ เ ห ลือกลับ เ ป็ น เ ล ขฐ าน สิบ  ดั ง น้ี  23 1 18 28 47 9 9 745  = 
(8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745     = 3 2 1148 7 1745 = 314(8 2)(7 1)1745   = 1314 081745  
= 31(4 1)081745  = 315081745  
 หวัขอ้ต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลกัของบทความน้ี ซ่ึงประกอบดว้ยขอ้สังเกตท่ีเราพบความสัมพนัธ์
ของผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  จนน าเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั อีกทั้ง
ยงัใหต้วัอยา่งท่ีไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทหลกัดว้ย โดยท่ีเราจะใชส้ญัลกัษณ์ #(1)  แทนจ านวนของเลขโดด 1  ท่ีเรียง
ติดกนั เช่น 

#(1) 6

111111


 และ 
#(1) 9

111 1


 ดงันั้น ส าหรับจ านวนเต็ม n  ใด ๆ จะใชส้ัญลกัษณ์ #( )n  แทนจ านวนของ 

n  ท่ีเรียงติดกนั เช่น 
#(2) 8

1222 21


 

 

 แทนข้อความเกี่ยวกับจ�ำนวนเต็มบวก 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 และ

ก�ำหนดให้

ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 

(1) 0( )P n  เป็นจริง 
(2) ถา้ ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเตม็บวก 0k n  แลว้ ( 1)P k   เป็นจริง 

สรุปไดว้า่ ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก 0n n  
ต่อไปจะแนะน าใหรู้้จกักบัจ านวนเศษเหลืออยา่งละเอียด ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือท่ีส าคญัส าหรับการศึกษาและ

ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 

number) ไวด้งัน้ี ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ และ b  = 10  จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ r  (เศษ
เหลือ) ซ่ึง a  = 10 q r   และ 0 10r   ฉะนั้น r  เป็นจ านวนหน่ึงหลกัหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลกัษณ์
จ านวนเศษเหลือส าหรับ a  โดย 
 qa r  (I) 
เช่น 

45

46

46

46

450 0
451 9
452 8

459 1









 
 
 

 

        
3

4

4

4

30 0
31 9
32 8

39 1









 
 
 

 

        
0

0

0

0

0 0
1 1
2 2
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





        
3

3

3

3

30 0
31 1
32 2

39 9







        
45

45

45

45

450 0
451 1
452 2

459 9







 

ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามเซตของจ านวนใน (I) ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้  แทนเซตของจ านวนใน (I) ทั้ งหมด นั่นคือ { | ,qr q r   และ 
0 10}r   และเรียกสมาชิกของ  วา่ จ านวนเศษเหลอื (remainder number) 

เพื่อความสะดวก เราเขียนจ านวนเศษเหลือ 0 r  ดว้ย r  ส าหรับทุกจ านวนเต็ม 0 10r   และเพื่อให้
เขา้ใจในผลลพัธ์ของการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะน าการแปลงจ านวนเศษเหลือท่ีไดจ้าก (I) กลบั
เป็นเลขฐานสิบปกติ ซ่ึงท าไดโ้ดยการบวกทแยงจากเศษเหลือตวัขวากบัผลหารตวัซา้ย และส าหรับจ านวนในหลกั
หน่วยให้ดึงเศษลงมาไดเ้ลย เพ่ือให้เขา้ใจไดง่้ายจะขอยกตวัอย่างการแปลงจ านวน 23 1 18 28 47 9 9 745  ท่ีไดจ้าก
ก า ร เ รี ย ง กัน ขอ ง จ า น วน เ ศษ เ ห ลือกลับ เ ป็ น เ ล ขฐ าน สิบ  ดั ง น้ี  23 1 18 28 47 9 9 745  = 
(8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745     = 3 2 1148 7 1745 = 314(8 2)(7 1)1745   = 1314 081745  
= 31(4 1)081745  = 315081745  
 หวัขอ้ต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลกัของบทความน้ี ซ่ึงประกอบดว้ยขอ้สังเกตท่ีเราพบความสัมพนัธ์
ของผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  จนน าเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั อีกทั้ง
ยงัใหต้วัอยา่งท่ีไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทหลกัดว้ย โดยท่ีเราจะใชส้ญัลกัษณ์ #(1)  แทนจ านวนของเลขโดด 1  ท่ีเรียง
ติดกนั เช่น 

#(1) 6

111111


 และ 
#(1) 9

111 1


 ดงันั้น ส าหรับจ านวนเต็ม n  ใด ๆ จะใชส้ัญลกัษณ์ #( )n  แทนจ านวนของ 

n  ท่ีเรียงติดกนั เช่น 
#(2) 8

1222 21


 

 

เป็นจ�ำนวนเต็มบวก ซึ่งสอดคล้องกับ

ข้อความต่อไปนี้

	 (1) 

ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 

(1) 0( )P n  เป็นจริง 
(2) ถา้ ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเตม็บวก 0k n  แลว้ ( 1)P k   เป็นจริง 

สรุปไดว้า่ ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก 0n n  
ต่อไปจะแนะน าใหรู้้จกักบัจ านวนเศษเหลืออยา่งละเอียด ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือท่ีส าคญัส าหรับการศึกษาและ

ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 

number) ไวด้งัน้ี ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ และ b  = 10  จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ r  (เศษ
เหลือ) ซ่ึง a  = 10 q r   และ 0 10r   ฉะนั้น r  เป็นจ านวนหน่ึงหลกัหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลกัษณ์
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ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามเซตของจ านวนใน (I) ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้  แทนเซตของจ านวนใน (I) ทั้ งหมด นั่นคือ { | ,qr q r   และ 
0 10}r   และเรียกสมาชิกของ  วา่ จ านวนเศษเหลอื (remainder number) 

เพื่อความสะดวก เราเขียนจ านวนเศษเหลือ 0 r  ดว้ย r  ส าหรับทุกจ านวนเต็ม 0 10r   และเพื่อให้
เขา้ใจในผลลพัธ์ของการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะน าการแปลงจ านวนเศษเหลือท่ีไดจ้าก (I) กลบั
เป็นเลขฐานสิบปกติ ซ่ึงท าไดโ้ดยการบวกทแยงจากเศษเหลือตวัขวากบัผลหารตวัซา้ย และส าหรับจ านวนในหลกั
หน่วยให้ดึงเศษลงมาไดเ้ลย เพ่ือให้เขา้ใจไดง่้ายจะขอยกตวัอย่างการแปลงจ านวน 23 1 18 28 47 9 9 745  ท่ีไดจ้าก
ก า ร เ รี ย ง กัน ขอ ง จ า น วน เ ศษ เ ห ลือกลับ เ ป็ น เ ล ขฐ าน สิบ  ดั ง น้ี  23 1 18 28 47 9 9 745  = 
(8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745     = 3 2 1148 7 1745 = 314(8 2)(7 1)1745   = 1314 081745  
= 31(4 1)081745  = 315081745  
 หวัขอ้ต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลกัของบทความน้ี ซ่ึงประกอบดว้ยขอ้สังเกตท่ีเราพบความสัมพนัธ์
ของผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  จนน าเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั อีกทั้ง
ยงัใหต้วัอยา่งท่ีไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทหลกัดว้ย โดยท่ีเราจะใชส้ญัลกัษณ์ #(1)  แทนจ านวนของเลขโดด 1  ท่ีเรียง
ติดกนั เช่น 
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ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
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สรุปไดว้า่ ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก 0n n  
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ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 
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 แล้ว 

ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 
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ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
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ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามเซตของจ านวนใน (I) ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้  แทนเซตของจ านวนใน (I) ทั้ งหมด นั่นคือ { | ,qr q r   และ 
0 10}r   และเรียกสมาชิกของ  วา่ จ านวนเศษเหลอื (remainder number) 

เพื่อความสะดวก เราเขียนจ านวนเศษเหลือ 0 r  ดว้ย r  ส าหรับทุกจ านวนเต็ม 0 10r   และเพื่อให้
เขา้ใจในผลลพัธ์ของการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะน าการแปลงจ านวนเศษเหลือท่ีไดจ้าก (I) กลบั
เป็นเลขฐานสิบปกติ ซ่ึงท าไดโ้ดยการบวกทแยงจากเศษเหลือตวัขวากบัผลหารตวัซา้ย และส าหรับจ านวนในหลกั
หน่วยให้ดึงเศษลงมาไดเ้ลย เพ่ือให้เขา้ใจไดง่้ายจะขอยกตวัอย่างการแปลงจ านวน 23 1 18 28 47 9 9 745  ท่ีไดจ้าก
ก า ร เ รี ย ง กัน ขอ ง จ า น วน เ ศษ เ ห ลือกลับ เ ป็ น เ ล ขฐ าน สิบ  ดั ง น้ี  23 1 18 28 47 9 9 745  = 
(8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745     = 3 2 1148 7 1745 = 314(8 2)(7 1)1745   = 1314 081745  
= 31(4 1)081745  = 315081745  
 หวัขอ้ต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลกัของบทความน้ี ซ่ึงประกอบดว้ยขอ้สังเกตท่ีเราพบความสัมพนัธ์
ของผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  จนน าเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั อีกทั้ง
ยงัใหต้วัอยา่งท่ีไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทหลกัดว้ย โดยท่ีเราจะใชส้ญัลกัษณ์ #(1)  แทนจ านวนของเลขโดด 1  ท่ีเรียง
ติดกนั เช่น 

#(1) 6

111111


 และ 
#(1) 9

111 1


 ดงันั้น ส าหรับจ านวนเต็ม n  ใด ๆ จะใชส้ัญลกัษณ์ #( )n  แทนจ านวนของ 

n  ท่ีเรียงติดกนั เช่น 
#(2) 8
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เป็นจริง

สรุปได้ว่า ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 

(1) 0( )P n  เป็นจริง 
(2) ถา้ ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเตม็บวก 0k n  แลว้ ( 1)P k   เป็นจริง 

สรุปไดว้า่ ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก 0n n  
ต่อไปจะแนะน าใหรู้้จกักบัจ านวนเศษเหลืออยา่งละเอียด ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือท่ีส าคญัส าหรับการศึกษาและ

ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 

number) ไวด้งัน้ี ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ และ b  = 10  จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ r  (เศษ
เหลือ) ซ่ึง a  = 10 q r   และ 0 10r   ฉะนั้น r  เป็นจ านวนหน่ึงหลกัหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลกัษณ์
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	 ต ่อไปจะแนะน�ำให้รู ้จักกับจ�ำนวนเศษเหลือ

อย่างละเอียด ซึ่งเป็นเครื่องมือที่ส�ำคัญส�ำหรับการศึกษา

และขยายการศึกษาของบทความนี้ โดยดูการศึกษาของ

จ�ำนวนเศษเหลือได้จาก [1, 3, 4, 7]

	 จากขั้นตอนวิธีการหาร อัยเรศ [1] และ ณัฐวุฒิ 
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นิคม หวลอารมณ์ และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์

วารสารมหาวิทยาลัยทักษิณ
ปีที่ 16 ฉบับที่ 1 มกราคม-มิถุนายน 2556

Thaksin.J., Vol.16 (1)   January-June 2013

และ อัยเรศ [2] ได้นิยามจ�ำนวนเศษเหลือ (remainder

number) ไว้ดังนี้ ก�ำหนดให้ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
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 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
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n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดังน้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2
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 = 
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 และ 
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 = 
#(9) #(0)
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 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  เป็นจ�ำนวนเต็มใดๆ และ

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
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1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  
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 และ 
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 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2
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 = 
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2

#(3) #(3)
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 = 
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 และ 

2
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 = 
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 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 = 10   จะได้ว่ามีจ�ำนวนเต็ม 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
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การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  
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 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 
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 = 
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 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 (ผลหาร)  และ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  (เศษเหลือ)

ซึ่ง 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

   และ  

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)
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n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  ฉะนั้น 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2
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 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)
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n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  เป็นจ�ำนวน

หนึ่ งหลักหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลักษณ์จ�ำนวน

เศษเหลือส�ำหรับ  

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
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1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  
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 และ 
2
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 = 
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n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)
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n n 

 และ 

2

#(9) #(9)
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   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
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ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 
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ต่อไปจะแนะน าใหรู้้จกักบัจ านวนเศษเหลืออยา่งละเอียด ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือท่ีส าคญัส าหรับการศึกษาและ

ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 

number) ไวด้งัน้ี ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ และ b  = 10  จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ r  (เศษ
เหลือ) ซ่ึง a  = 10 q r   และ 0 10r   ฉะนั้น r  เป็นจ านวนหน่ึงหลกัหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลกัษณ์
จ านวนเศษเหลือส าหรับ a  โดย 
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ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามเซตของจ านวนใน (I) ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้  แทนเซตของจ านวนใน (I) ทั้ งหมด นั่นคือ { | ,qr q r   และ 
0 10}r   และเรียกสมาชิกของ  วา่ จ านวนเศษเหลอื (remainder number) 

เพื่อความสะดวก เราเขียนจ านวนเศษเหลือ 0 r  ดว้ย r  ส าหรับทุกจ านวนเต็ม 0 10r   และเพื่อให้
เขา้ใจในผลลพัธ์ของการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะน าการแปลงจ านวนเศษเหลือท่ีไดจ้าก (I) กลบั
เป็นเลขฐานสิบปกติ ซ่ึงท าไดโ้ดยการบวกทแยงจากเศษเหลือตวัขวากบัผลหารตวัซา้ย และส าหรับจ านวนในหลกั
หน่วยให้ดึงเศษลงมาไดเ้ลย เพ่ือให้เขา้ใจไดง่้ายจะขอยกตวัอย่างการแปลงจ านวน 23 1 18 28 47 9 9 745  ท่ีไดจ้าก
ก า ร เ รี ย ง กัน ขอ ง จ า น วน เ ศษ เ ห ลือกลับ เ ป็ น เ ล ขฐ าน สิบ  ดั ง น้ี  23 1 18 28 47 9 9 745  = 
(8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745     = 3 2 1148 7 1745 = 314(8 2)(7 1)1745   = 1314 081745  
= 31(4 1)081745  = 315081745  
 หวัขอ้ต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลกัของบทความน้ี ซ่ึงประกอบดว้ยขอ้สังเกตท่ีเราพบความสัมพนัธ์
ของผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  จนน าเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั อีกทั้ง
ยงัใหต้วัอยา่งท่ีไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทหลกัดว้ย โดยท่ีเราจะใชส้ญัลกัษณ์ #(1)  แทนจ านวนของเลขโดด 1  ท่ีเรียง
ติดกนั เช่น 

#(1) 6

111111


 และ 
#(1) 9

111 1


 ดงันั้น ส าหรับจ านวนเต็ม n  ใด ๆ จะใชส้ัญลกัษณ์ #( )n  แทนจ านวนของ 

n  ท่ีเรียงติดกนั เช่น 
#(2) 8

1222 21


 

 

                                (I)

เช่น

ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 

(1) 0( )P n  เป็นจริง 
(2) ถา้ ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเตม็บวก 0k n  แลว้ ( 1)P k   เป็นจริง 

สรุปไดว้า่ ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก 0n n  
ต่อไปจะแนะน าใหรู้้จกักบัจ านวนเศษเหลืออยา่งละเอียด ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือท่ีส าคญัส าหรับการศึกษาและ

ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 

number) ไวด้งัน้ี ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ และ b  = 10  จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ r  (เศษ
เหลือ) ซ่ึง a  = 10 q r   และ 0 10r   ฉะนั้น r  เป็นจ านวนหน่ึงหลกัหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลกัษณ์
จ านวนเศษเหลือส าหรับ a  โดย 
 qa r  (I) 
เช่น 

45

46

46

46

450 0
451 9
452 8

459 1









 
 
 

 

        
3

4

4

4

30 0
31 9
32 8

39 1









 
 
 

 

        
0

0

0

0

0 0
1 1
2 2

9 9







        
3

3

3

3

30 0
31 1
32 2

39 9







        
45

45

45

45

450 0
451 1
452 2

459 9







 

ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามเซตของจ านวนใน (I) ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้  แทนเซตของจ านวนใน (I) ทั้ งหมด นั่นคือ { | ,qr q r   และ 
0 10}r   และเรียกสมาชิกของ  วา่ จ านวนเศษเหลอื (remainder number) 

เพื่อความสะดวก เราเขียนจ านวนเศษเหลือ 0 r  ดว้ย r  ส าหรับทุกจ านวนเต็ม 0 10r   และเพื่อให้
เขา้ใจในผลลพัธ์ของการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะน าการแปลงจ านวนเศษเหลือท่ีไดจ้าก (I) กลบั
เป็นเลขฐานสิบปกติ ซ่ึงท าไดโ้ดยการบวกทแยงจากเศษเหลือตวัขวากบัผลหารตวัซา้ย และส าหรับจ านวนในหลกั
หน่วยให้ดึงเศษลงมาไดเ้ลย เพ่ือให้เขา้ใจไดง่้ายจะขอยกตวัอย่างการแปลงจ านวน 23 1 18 28 47 9 9 745  ท่ีไดจ้าก
ก า ร เ รี ย ง กัน ขอ ง จ า น วน เ ศษ เ ห ลือกลับ เ ป็ น เ ล ขฐ าน สิบ  ดั ง น้ี  23 1 18 28 47 9 9 745  = 
(8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745     = 3 2 1148 7 1745 = 314(8 2)(7 1)1745   = 1314 081745  
= 31(4 1)081745  = 315081745  
 หวัขอ้ต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลกัของบทความน้ี ซ่ึงประกอบดว้ยขอ้สังเกตท่ีเราพบความสัมพนัธ์
ของผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  จนน าเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั อีกทั้ง
ยงัใหต้วัอยา่งท่ีไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทหลกัดว้ย โดยท่ีเราจะใชส้ญัลกัษณ์ #(1)  แทนจ านวนของเลขโดด 1  ท่ีเรียง
ติดกนั เช่น 

#(1) 6

111111


 และ 
#(1) 9

111 1


 ดงันั้น ส าหรับจ านวนเต็ม n  ใด ๆ จะใชส้ัญลกัษณ์ #( )n  แทนจ านวนของ 

n  ท่ีเรียงติดกนั เช่น 
#(2) 8

1222 21


 

 

   

ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 

(1) 0( )P n  เป็นจริง 
(2) ถา้ ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเตม็บวก 0k n  แลว้ ( 1)P k   เป็นจริง 

สรุปไดว้า่ ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก 0n n  
ต่อไปจะแนะน าใหรู้้จกักบัจ านวนเศษเหลืออยา่งละเอียด ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือท่ีส าคญัส าหรับการศึกษาและ

ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 
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	 ณัฐวุฒิ และ อัยเรศ [2] ได้นิยามเซตของจ�ำนวน

ใน (I)  ดังบทนิยามต่อไปนี้
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ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 

(1) 0( )P n  เป็นจริง 
(2) ถา้ ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเตม็บวก 0k n  แลว้ ( 1)P k   เป็นจริง 

สรุปไดว้า่ ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก 0n n  
ต่อไปจะแนะน าใหรู้้จกักบัจ านวนเศษเหลืออยา่งละเอียด ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือท่ีส าคญัส าหรับการศึกษาและ

ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 

number) ไวด้งัน้ี ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ และ b  = 10  จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ r  (เศษ
เหลือ) ซ่ึง a  = 10 q r   และ 0 10r   ฉะนั้น r  เป็นจ านวนหน่ึงหลกัหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลกัษณ์
จ านวนเศษเหลือส าหรับ a  โดย 
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ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามเซตของจ านวนใน (I) ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้  แทนเซตของจ านวนใน (I) ทั้ งหมด นั่นคือ { | ,qr q r   และ 
0 10}r   และเรียกสมาชิกของ  วา่ จ านวนเศษเหลอื (remainder number) 

เพื่อความสะดวก เราเขียนจ านวนเศษเหลือ 0 r  ดว้ย r  ส าหรับทุกจ านวนเต็ม 0 10r   และเพื่อให้
เขา้ใจในผลลพัธ์ของการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะน าการแปลงจ านวนเศษเหลือท่ีไดจ้าก (I) กลบั
เป็นเลขฐานสิบปกติ ซ่ึงท าไดโ้ดยการบวกทแยงจากเศษเหลือตวัขวากบัผลหารตวัซา้ย และส าหรับจ านวนในหลกั
หน่วยให้ดึงเศษลงมาไดเ้ลย เพ่ือให้เขา้ใจไดง่้ายจะขอยกตวัอย่างการแปลงจ านวน 23 1 18 28 47 9 9 745  ท่ีไดจ้าก
ก า ร เ รี ย ง กัน ขอ ง จ า น วน เ ศษ เ ห ลือกลับ เ ป็ น เ ล ขฐ าน สิบ  ดั ง น้ี  23 1 18 28 47 9 9 745  = 
(8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745     = 3 2 1148 7 1745 = 314(8 2)(7 1)1745   = 1314 081745  
= 31(4 1)081745  = 315081745  
 หวัขอ้ต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลกัของบทความน้ี ซ่ึงประกอบดว้ยขอ้สังเกตท่ีเราพบความสัมพนัธ์
ของผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  จนน าเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั อีกทั้ง
ยงัใหต้วัอยา่งท่ีไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทหลกัดว้ย โดยท่ีเราจะใชส้ญัลกัษณ์ #(1)  แทนจ านวนของเลขโดด 1  ท่ีเรียง
ติดกนั เช่น 

#(1) 6
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 และ 
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

 ดงันั้น ส าหรับจ านวนเต็ม n  ใด ๆ จะใชส้ัญลกัษณ์ #( )n  แทนจ านวนของ 

n  ท่ีเรียงติดกนั เช่น 
#(2) 8
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 และ 

ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 

(1) 0( )P n  เป็นจริง 
(2) ถา้ ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเตม็บวก 0k n  แลว้ ( 1)P k   เป็นจริง 
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และเรียกสมาชิกของ 

ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
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ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 

number) ไวด้งัน้ี ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ และ b  = 10  จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ r  (เศษ
เหลือ) ซ่ึง a  = 10 q r   และ 0 10r   ฉะนั้น r  เป็นจ านวนหน่ึงหลกัหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลกัษณ์
จ านวนเศษเหลือส าหรับ a  โดย 
 qa r  (I) 
เช่น 
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

 

ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามเซตของจ านวนใน (I) ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้  แทนเซตของจ านวนใน (I) ทั้ งหมด นั่นคือ { | ,qr q r   และ 
0 10}r   และเรียกสมาชิกของ  วา่ จ านวนเศษเหลอื (remainder number) 

เพื่อความสะดวก เราเขียนจ านวนเศษเหลือ 0 r  ดว้ย r  ส าหรับทุกจ านวนเต็ม 0 10r   และเพื่อให้
เขา้ใจในผลลพัธ์ของการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะน าการแปลงจ านวนเศษเหลือท่ีไดจ้าก (I) กลบั
เป็นเลขฐานสิบปกติ ซ่ึงท าไดโ้ดยการบวกทแยงจากเศษเหลือตวัขวากบัผลหารตวัซา้ย และส าหรับจ านวนในหลกั
หน่วยให้ดึงเศษลงมาไดเ้ลย เพ่ือให้เขา้ใจไดง่้ายจะขอยกตวัอย่างการแปลงจ านวน 23 1 18 28 47 9 9 745  ท่ีไดจ้าก
ก า ร เ รี ย ง กัน ขอ ง จ า น วน เ ศษ เ ห ลือกลับ เ ป็ น เ ล ขฐ าน สิบ  ดั ง น้ี  23 1 18 28 47 9 9 745  = 
(8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745     = 3 2 1148 7 1745 = 314(8 2)(7 1)1745   = 1314 081745  
= 31(4 1)081745  = 315081745  
 หวัขอ้ต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลกัของบทความน้ี ซ่ึงประกอบดว้ยขอ้สังเกตท่ีเราพบความสัมพนัธ์
ของผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  จนน าเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั อีกทั้ง
ยงัใหต้วัอยา่งท่ีไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทหลกัดว้ย โดยท่ีเราจะใชส้ญัลกัษณ์ #(1)  แทนจ านวนของเลขโดด 1  ท่ีเรียง
ติดกนั เช่น 

#(1) 6

111111


 และ 
#(1) 9

111 1


 ดงันั้น ส าหรับจ านวนเต็ม n  ใด ๆ จะใชส้ัญลกัษณ์ #( )n  แทนจ านวนของ 

n  ท่ีเรียงติดกนั เช่น 
#(2) 8

1222 21


 

 

  ว ่า จ�ำนวนเศษเหลือ 

(remainder number)

	 เพื่อความสะดวก เราเขียนจ�ำนวนเศษเหลือ

ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 

(1) 0( )P n  เป็นจริง 
(2) ถา้ ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเตม็บวก 0k n  แลว้ ( 1)P k   เป็นจริง 

สรุปไดว้า่ ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก 0n n  
ต่อไปจะแนะน าใหรู้้จกักบัจ านวนเศษเหลืออยา่งละเอียด ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือท่ีส าคญัส าหรับการศึกษาและ

ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 

number) ไวด้งัน้ี ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ และ b  = 10  จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ r  (เศษ
เหลือ) ซ่ึง a  = 10 q r   และ 0 10r   ฉะนั้น r  เป็นจ านวนหน่ึงหลกัหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลกัษณ์
จ านวนเศษเหลือส าหรับ a  โดย 
 qa r  (I) 
เช่น 
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ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามเซตของจ านวนใน (I) ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้  แทนเซตของจ านวนใน (I) ทั้ งหมด นั่นคือ { | ,qr q r   และ 
0 10}r   และเรียกสมาชิกของ  วา่ จ านวนเศษเหลอื (remainder number) 

เพื่อความสะดวก เราเขียนจ านวนเศษเหลือ 0 r  ดว้ย r  ส าหรับทุกจ านวนเต็ม 0 10r   และเพื่อให้
เขา้ใจในผลลพัธ์ของการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะน าการแปลงจ านวนเศษเหลือท่ีไดจ้าก (I) กลบั
เป็นเลขฐานสิบปกติ ซ่ึงท าไดโ้ดยการบวกทแยงจากเศษเหลือตวัขวากบัผลหารตวัซา้ย และส าหรับจ านวนในหลกั
หน่วยให้ดึงเศษลงมาไดเ้ลย เพ่ือให้เขา้ใจไดง่้ายจะขอยกตวัอย่างการแปลงจ านวน 23 1 18 28 47 9 9 745  ท่ีไดจ้าก
ก า ร เ รี ย ง กัน ขอ ง จ า น วน เ ศษ เ ห ลือกลับ เ ป็ น เ ล ขฐ าน สิบ  ดั ง น้ี  23 1 18 28 47 9 9 745  = 
(8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745     = 3 2 1148 7 1745 = 314(8 2)(7 1)1745   = 1314 081745  
= 31(4 1)081745  = 315081745  
 หวัขอ้ต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลกัของบทความน้ี ซ่ึงประกอบดว้ยขอ้สังเกตท่ีเราพบความสัมพนัธ์
ของผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  จนน าเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั อีกทั้ง
ยงัใหต้วัอยา่งท่ีไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทหลกัดว้ย โดยท่ีเราจะใชส้ญัลกัษณ์ #(1)  แทนจ านวนของเลขโดด 1  ท่ีเรียง
ติดกนั เช่น 

#(1) 6

111111


 และ 
#(1) 9

111 1


 ดงันั้น ส าหรับจ านวนเต็ม n  ใด ๆ จะใชส้ัญลกัษณ์ #( )n  แทนจ านวนของ 

n  ท่ีเรียงติดกนั เช่น 
#(2) 8

1222 21


 

 

ด้วย 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็ม 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  และเพื่อให้

เข้าใจในผลลัพธ์ของการประยุกต์ใช้ทฤษฎีบทจาก

บทความนี้ จะแนะน�ำการแปลงจ�ำนวนเศษเหลือที่ได้

จาก (I) กลับเป็นเลขฐานสิบปกติ ซึ่งท�ำได้โดยการบวก

ทแยงจากเศษเหลือตัวขวากับผลหารตัวซ้าย และ

ส�ำหรับจ�ำนวนในหลักหน่วยให้ดึงเศษลงมาได้เลย

เพื่อให้เข้าใจได้ง่ายจะขอยกตัวอย่างการแปลงจ�ำนวน

8
23

47
1
9

18
9

2
745 ที่ได้จากการเรียงกันของจ�ำนวนเศษ

เหลือกลับเป็นเลขฐานสิบ ดังนี้  8
23

47
1
9

18
9

2
745 = (8+23)

4(7+1)(9+18)(9+2)745 = 
3
148

2
7

1
1745 = 314(8+2)

(7+1)1745 = 314
1
081745 = 31(4+1)081745 =315081745

	 หัวข้อต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลักของ

บทความนี้ ซึ่งประกอบด้วยข้อสังเกตที่เราพบความ

สัมพันธ์ของผลคูณของจ�ำนวนเก้าหลัก ที่ทุกหลักเป็น

เลขโดด 1 จนน�ำเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎี

บทหลัก อีกทั้งยังให้ตัวอย่างที่ได้ประยุกต์ใช้ทฤษฎีบท

หลักด้วย โดยที่เราจะใช้สัญลักษณ์ #(1) แทนจ�ำนวน

ของเลขโดด 1 ที่เรียงติดกัน เช่น 

ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 

(1) 0( )P n  เป็นจริง 
(2) ถา้ ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเตม็บวก 0k n  แลว้ ( 1)P k   เป็นจริง 

สรุปไดว้า่ ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก 0n n  
ต่อไปจะแนะน าใหรู้้จกักบัจ านวนเศษเหลืออยา่งละเอียด ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือท่ีส าคญัส าหรับการศึกษาและ

ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 

number) ไวด้งัน้ี ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ และ b  = 10  จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ r  (เศษ
เหลือ) ซ่ึง a  = 10 q r   และ 0 10r   ฉะนั้น r  เป็นจ านวนหน่ึงหลกัหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลกัษณ์
จ านวนเศษเหลือส าหรับ a  โดย 
 qa r  (I) 
เช่น 

45

46

46

46

450 0
451 9
452 8

459 1









 
 
 

 

        
3

4

4

4

30 0
31 9
32 8

39 1









 
 
 

 

        
0

0

0

0

0 0
1 1
2 2

9 9







        
3

3

3

3

30 0
31 1
32 2

39 9







        
45

45

45

45

450 0
451 1
452 2

459 9







 

ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามเซตของจ านวนใน (I) ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้  แทนเซตของจ านวนใน (I) ทั้ งหมด นั่นคือ { | ,qr q r   และ 
0 10}r   และเรียกสมาชิกของ  วา่ จ านวนเศษเหลอื (remainder number) 

เพื่อความสะดวก เราเขียนจ านวนเศษเหลือ 0 r  ดว้ย r  ส าหรับทุกจ านวนเต็ม 0 10r   และเพื่อให้
เขา้ใจในผลลพัธ์ของการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะน าการแปลงจ านวนเศษเหลือท่ีไดจ้าก (I) กลบั
เป็นเลขฐานสิบปกติ ซ่ึงท าไดโ้ดยการบวกทแยงจากเศษเหลือตวัขวากบัผลหารตวัซา้ย และส าหรับจ านวนในหลกั
หน่วยให้ดึงเศษลงมาไดเ้ลย เพ่ือให้เขา้ใจไดง่้ายจะขอยกตวัอย่างการแปลงจ านวน 23 1 18 28 47 9 9 745  ท่ีไดจ้าก
ก า ร เ รี ย ง กัน ขอ ง จ า น วน เ ศษ เ ห ลือกลับ เ ป็ น เ ล ขฐ าน สิบ  ดั ง น้ี  23 1 18 28 47 9 9 745  = 
(8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745     = 3 2 1148 7 1745 = 314(8 2)(7 1)1745   = 1314 081745  
= 31(4 1)081745  = 315081745  
 หวัขอ้ต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลกัของบทความน้ี ซ่ึงประกอบดว้ยขอ้สังเกตท่ีเราพบความสัมพนัธ์
ของผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  จนน าเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั อีกทั้ง
ยงัใหต้วัอยา่งท่ีไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทหลกัดว้ย โดยท่ีเราจะใชส้ญัลกัษณ์ #(1)  แทนจ านวนของเลขโดด 1  ท่ีเรียง
ติดกนั เช่น 

#(1) 6

111111


 และ 
#(1) 9

111 1


 ดงันั้น ส าหรับจ านวนเต็ม n  ใด ๆ จะใชส้ัญลกัษณ์ #( )n  แทนจ านวนของ 

n  ท่ีเรียงติดกนั เช่น 
#(2) 8

1222 21


 

 

 และ 

ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 

(1) 0( )P n  เป็นจริง 
(2) ถา้ ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเตม็บวก 0k n  แลว้ ( 1)P k   เป็นจริง 

สรุปไดว้า่ ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก 0n n  
ต่อไปจะแนะน าใหรู้้จกักบัจ านวนเศษเหลืออยา่งละเอียด ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือท่ีส าคญัส าหรับการศึกษาและ

ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 

number) ไวด้งัน้ี ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ และ b  = 10  จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ r  (เศษ
เหลือ) ซ่ึง a  = 10 q r   และ 0 10r   ฉะนั้น r  เป็นจ านวนหน่ึงหลกัหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลกัษณ์
จ านวนเศษเหลือส าหรับ a  โดย 
 qa r  (I) 
เช่น 

45

46

46

46

450 0
451 9
452 8

459 1









 
 
 

 

        
3

4

4

4

30 0
31 9
32 8

39 1









 
 
 

 

        
0

0

0

0
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1 1
2 2
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





        
3

3

3

3

30 0
31 1
32 2

39 9







        
45

45

45

45

450 0
451 1
452 2
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
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

 

ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามเซตของจ านวนใน (I) ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้  แทนเซตของจ านวนใน (I) ทั้ งหมด นั่นคือ { | ,qr q r   และ 
0 10}r   และเรียกสมาชิกของ  วา่ จ านวนเศษเหลอื (remainder number) 

เพื่อความสะดวก เราเขียนจ านวนเศษเหลือ 0 r  ดว้ย r  ส าหรับทุกจ านวนเต็ม 0 10r   และเพื่อให้
เขา้ใจในผลลพัธ์ของการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะน าการแปลงจ านวนเศษเหลือท่ีไดจ้าก (I) กลบั
เป็นเลขฐานสิบปกติ ซ่ึงท าไดโ้ดยการบวกทแยงจากเศษเหลือตวัขวากบัผลหารตวัซา้ย และส าหรับจ านวนในหลกั
หน่วยให้ดึงเศษลงมาไดเ้ลย เพ่ือให้เขา้ใจไดง่้ายจะขอยกตวัอย่างการแปลงจ านวน 23 1 18 28 47 9 9 745  ท่ีไดจ้าก
ก า ร เ รี ย ง กัน ขอ ง จ า น วน เ ศษ เ ห ลือกลับ เ ป็ น เ ล ขฐ าน สิบ  ดั ง น้ี  23 1 18 28 47 9 9 745  = 
(8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745     = 3 2 1148 7 1745 = 314(8 2)(7 1)1745   = 1314 081745  
= 31(4 1)081745  = 315081745  
 หวัขอ้ต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลกัของบทความน้ี ซ่ึงประกอบดว้ยขอ้สังเกตท่ีเราพบความสัมพนัธ์
ของผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  จนน าเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั อีกทั้ง
ยงัใหต้วัอยา่งท่ีไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทหลกัดว้ย โดยท่ีเราจะใชส้ญัลกัษณ์ #(1)  แทนจ านวนของเลขโดด 1  ท่ีเรียง
ติดกนั เช่น 

#(1) 6

111111


 และ 
#(1) 9

111 1


 ดงันั้น ส าหรับจ านวนเต็ม n  ใด ๆ จะใชส้ัญลกัษณ์ #( )n  แทนจ านวนของ 

n  ท่ีเรียงติดกนั เช่น 
#(2) 8

1222 21


 

 

ดังนั้น ส�ำหรับจ�ำนวนเต็ม 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  ใดๆ จะใช้สัญลักษณ์ #(

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

) 

แทนจ�ำนวนของ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  ที่เรียงติดกัน เช่น 

ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 

(1) 0( )P n  เป็นจริง 
(2) ถา้ ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเตม็บวก 0k n  แลว้ ( 1)P k   เป็นจริง 

สรุปไดว้า่ ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก 0n n  
ต่อไปจะแนะน าใหรู้้จกักบัจ านวนเศษเหลืออยา่งละเอียด ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือท่ีส าคญัส าหรับการศึกษาและ

ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 

number) ไวด้งัน้ี ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ และ b  = 10  จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ r  (เศษ
เหลือ) ซ่ึง a  = 10 q r   และ 0 10r   ฉะนั้น r  เป็นจ านวนหน่ึงหลกัหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลกัษณ์
จ านวนเศษเหลือส าหรับ a  โดย 
 qa r  (I) 
เช่น 
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
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
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

 

ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามเซตของจ านวนใน (I) ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้  แทนเซตของจ านวนใน (I) ทั้ งหมด นั่นคือ { | ,qr q r   และ 
0 10}r   และเรียกสมาชิกของ  วา่ จ านวนเศษเหลอื (remainder number) 

เพื่อความสะดวก เราเขียนจ านวนเศษเหลือ 0 r  ดว้ย r  ส าหรับทุกจ านวนเต็ม 0 10r   และเพื่อให้
เขา้ใจในผลลพัธ์ของการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะน าการแปลงจ านวนเศษเหลือท่ีไดจ้าก (I) กลบั
เป็นเลขฐานสิบปกติ ซ่ึงท าไดโ้ดยการบวกทแยงจากเศษเหลือตวัขวากบัผลหารตวัซา้ย และส าหรับจ านวนในหลกั
หน่วยให้ดึงเศษลงมาไดเ้ลย เพ่ือให้เขา้ใจไดง่้ายจะขอยกตวัอย่างการแปลงจ านวน 23 1 18 28 47 9 9 745  ท่ีไดจ้าก
ก า ร เ รี ย ง กัน ขอ ง จ า น วน เ ศษ เ ห ลือกลับ เ ป็ น เ ล ขฐ าน สิบ  ดั ง น้ี  23 1 18 28 47 9 9 745  = 
(8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745     = 3 2 1148 7 1745 = 314(8 2)(7 1)1745   = 1314 081745  
= 31(4 1)081745  = 315081745  
 หวัขอ้ต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลกัของบทความน้ี ซ่ึงประกอบดว้ยขอ้สังเกตท่ีเราพบความสัมพนัธ์
ของผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  จนน าเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั อีกทั้ง
ยงัใหต้วัอยา่งท่ีไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทหลกัดว้ย โดยท่ีเราจะใชส้ญัลกัษณ์ #(1)  แทนจ านวนของเลขโดด 1  ท่ีเรียง
ติดกนั เช่น 

#(1) 6

111111


 และ 
#(1) 9

111 1


 ดงันั้น ส าหรับจ านวนเต็ม n  ใด ๆ จะใชส้ัญลกัษณ์ #( )n  แทนจ านวนของ 

n  ท่ีเรียงติดกนั เช่น 
#(2) 8

1222 21


 

 

 

ข้อสังเกตและรูปแบบทั่วไปที่แน่นอน
	 จากการสังเกตผลคูณของจ�ำนวนเก้าหลัก ที่

ทุกหลักเป็นเลขโดด 1 กับจ�ำนวนเต็มบวกที่มีค่าน้อย

กว่าหรือเท่ากับเก้า ท�ำให้เราพบความสัมพันธ์บางอย่าง

ที่น่าสนใจของผลคูณ 

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

 เมื่อ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 เป็นจ�ำนวน

เต็มบวก ซึ่ง 

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

 และเขียนแสดงความสัมพันธ์

ได้ดังนี้

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

 

										       

										       

									      

    	

จากผลคูณของจ�ำนวน 

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

  กับจ�ำนวนเต็มบวก 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 ซึ่ง

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

 ใน (II)  เราสังเกตเห็นว่าจ�ำนวนของเลขโดด 1

ของจ�ำนวน 

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

  กับจ�ำนวนเต็มบวกที่น�ำมาคูณนั้น

มีผลต่อผลคูณนี้ โดยผลคูณนี้จะเป็นจ�ำนวนเก้าหลัก

ที่ทุกหลักเป็นจ�ำนวนเต็มบวก 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 เมื่อ 

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

 นั่นคือ

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

  เมื่อ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 เป็นจ�ำนวนเต็มบวก 

ซึ่ง 

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

(II)     	
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จาก  (III)  ผลคูณของจ�ำนวน 

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

  กับจ�ำนวนเต็ม  บวก

สองหลัก 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดังน้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  ซึ่ง 

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

  ที่ได้มีลักษณะไม่เหมือนกับ

(II) เมื่อพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณา

ผลคูณนี้ เมื่อแปลงเป็นจ�ำนวนเศษเหลือเราพบว่ามี

ลักษณะเหมือนกับ  (II)  นั่นคือ ผลคูณนี้จะเป็นจ�ำนวน

เก้าหลัก ที่ทุกหลักเป็นจ�ำนวนเศษเหลือ 

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง  ที่ได้จากการ

แปลงจ�ำนวนเต็มบวก 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  เมื่อ 

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

  และ 

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
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จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
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 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง  เป็น

จ�ำนวนเตม็ซึง่ จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 
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 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
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 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 

#(1)

111 1 1
p

  = 
#(1)

111 1
p
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  
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หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 
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ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 
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 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s a r s r s a



 

   
     

ส าหรับทุก ,q tr s  

และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 
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การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
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ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 

#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 

#(1)

111 1 1
p

  = 
#(1)

111 1
p

 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
#(1)

111 1 ( 1)
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


  + 
#(1)

(111 1 1)
p

  = 

ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นข้อสงสัยได้

ดังต่อไปนี้ 

	 1) เราสามารถเขียนรูปแบบทั่วไปที่แน่นอน

	    	 ของผลคูณของจ�ำนวนเต็มใดๆ กับจ�ำนวน

	  	 หลายหลักที่ทุกหลักเป็นจ�ำนวนเต็มเดียวกัน

		  ได้หรือไม่

	 2)	 หากเราสามารถเขียนรูปแบบทั่วไปที่แน่นอน

		  ของผลคูณของจ�ำนวนเต็มใดๆ กับจ�ำนวน

		  หลายหลักที่ทุกหลักเป็นจ�ำนวนเต็มเดียวกัน

		  ได้ แล้วรูปแบบทั่วไปของผลคูณที่ได้จะมี

		  ลักษณะเหมือนกับ (II)  ที่เราพบหรือไม่

	 การแปลงจ� ำนวนเต็มบวกเป ็นจ� ำนวนเศษ

เหลือนั้นจะสังเกตเห็นว่าท�ำได้ง่าย แต่หากจะแปลง

จ�ำนวนเต็มลบเป็นจ�ำนวนเศษเหลือนั้นท�ำได้ไม่ง่ายนัก

ดังนั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อย่างมากส�ำหรับการแปลง

จ�ำนวนเต็มลบเป็นจ�ำนวนเศษเหลือ โดยได้แสดงให้เห็น

ถึงลักษณะของจ�ำนวนเศษเหลือของจ�ำนวนเต็มลบด้วย 

มากกว่านั้นยังได้นิยามการด�ำเนินการทวิภาค (binary

operation) 

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 

1

1 1 1 1

#( ) 9r

r r r r


 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s a r s r s a



 

   
     

ส าหรับทุก ,q tr s  

และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 

 
( 1)

0 ; 0
(10 ) ; 0

q

q

r
n r r



 


    

 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 

#(0)

000 0
n

 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 

#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 

#(1)

111 1 1
p

  = 
#(1)

111 1
p

 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
#(1)

111 1 ( 1)
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


  + 
#(1)

(111 1 1)
p

  = 

 บน 

ทฤษฎบีท 2 หลกัการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (The Principle of Mathematical Induction) [7] ก าหนดให้ ( )P n  แทน
ขอ้ความเก่ียวกบัจ านวนเตม็บวก n  และก าหนดให ้ 0n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึงสอดคลอ้งกบัขอ้ความต่อไปน้ี 

(1) 0( )P n  เป็นจริง 
(2) ถา้ ( )P k  เป็นจริง ส าหรับจ านวนเตม็บวก 0k n  แลว้ ( 1)P k   เป็นจริง 

สรุปไดว้า่ ( )P n  เป็นจริง ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก 0n n  
ต่อไปจะแนะน าใหรู้้จกักบัจ านวนเศษเหลืออยา่งละเอียด ซ่ึงเป็นเคร่ืองมือท่ีส าคญัส าหรับการศึกษาและ

ขยายการศึกษาของบทความน้ี โดยดูการศึกษาของจ านวนเศษเหลือไดจ้าก [1, 3, 5, 6] 
จากขั้นตอนวิธีการหาร อยัเรศ [5] และ ณัฐวุฒิ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder 

number) ไวด้งัน้ี ก าหนดให ้a  เป็นจ านวนเต็มใด ๆ และ b  = 10  จะไดว้า่มีจ านวนเต็ม q  (ผลหาร) และ r  (เศษ
เหลือ) ซ่ึง a  = 10 q r   และ 0 10r   ฉะนั้น r  เป็นจ านวนหน่ึงหลกัหรือเลขโดดนั่นเอง สัญลกัษณ์
จ านวนเศษเหลือส าหรับ a  โดย 
 qa r  (I) 
เช่น 

45

46

46
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450 0
451 9
452 8
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




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 
 

 
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 
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 

 
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

        
3
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3
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



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

 

ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามเซตของจ านวนใน (I) ดงับทนิยามต่อไปน้ี 
บทนิยาม 1 [2] ก าหนดให้  แทนเซตของจ านวนใน (I) ทั้ งหมด นั่นคือ { | ,qr q r   และ 
0 10}r   และเรียกสมาชิกของ  วา่ จ านวนเศษเหลอื (remainder number) 

เพื่อความสะดวก เราเขียนจ านวนเศษเหลือ 0 r  ดว้ย r  ส าหรับทุกจ านวนเต็ม 0 10r   และเพื่อให้
เขา้ใจในผลลพัธ์ของการประยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทจากบทความน้ี จะแนะน าการแปลงจ านวนเศษเหลือท่ีไดจ้าก (I) กลบั
เป็นเลขฐานสิบปกติ ซ่ึงท าไดโ้ดยการบวกทแยงจากเศษเหลือตวัขวากบัผลหารตวัซา้ย และส าหรับจ านวนในหลกั
หน่วยให้ดึงเศษลงมาไดเ้ลย เพ่ือให้เขา้ใจไดง่้ายจะขอยกตวัอย่างการแปลงจ านวน 23 1 18 28 47 9 9 745  ท่ีไดจ้าก
ก า ร เ รี ย ง กัน ขอ ง จ า น วน เ ศษ เ ห ลือกลับ เ ป็ น เ ล ขฐ าน สิบ  ดั ง น้ี  23 1 18 28 47 9 9 745  = 
(8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745     = 3 2 1148 7 1745 = 314(8 2)(7 1)1745   = 1314 081745  
= 31(4 1)081745  = 315081745  
 หวัขอ้ต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลกัของบทความน้ี ซ่ึงประกอบดว้ยขอ้สังเกตท่ีเราพบความสัมพนัธ์
ของผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  จนน าเราไปสู่การศึกษาและการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลกั อีกทั้ง
ยงัใหต้วัอยา่งท่ีไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎีบทหลกัดว้ย โดยท่ีเราจะใชส้ญัลกัษณ์ #(1)  แทนจ านวนของเลขโดด 1  ท่ีเรียง
ติดกนั เช่น 

#(1) 6

111111


 และ 
#(1) 9

111 1


 ดงันั้น ส าหรับจ านวนเต็ม n  ใด ๆ จะใชส้ัญลกัษณ์ #( )n  แทนจ านวนของ 

n  ท่ีเรียงติดกนั เช่น 
#(2) 8

1222 21


 

 

  โดย

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 

1

1 1 1 1

#( ) 9r

r r r r


 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s a r s r s a



 

   
     

ส าหรับทุก ,q tr s  

และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
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ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  
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หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 
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ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
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ตัวอย่าง 1 จาก (II)  ก�ำหนดให้ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดังน้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  เป็นจ�ำนวนเต็มบวก ซึ่ง 

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

  จะได้ผลคูณ 

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

  ดังนี้

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง

ข้อสังเกตและรูปแบบทัว่ไปที่แน่นอน 
จากการสงัเกตผลคูณของจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  กบัจ านวนเตม็บวกท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือ

เท่ากบัเกา้ ท าให้เราพบความสัมพนัธ์บางอยา่งท่ีน่าสนใจของผลคูณ 
#(1) 9

111 1 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   และเขียนแสดงความสมัพนัธ์ไดด้งัน้ี 

 

#(1) 9 : 111,111,111 1 111,111,111
#(1) 9 : 111,111,111 2 222,222,222
#(1) 9 : 111,111,111 3 333,333,333
#(1) 9 : 111,111,111 4 444,444,444
#(1) 9 : 111,111,111 5 555,555,555
#(1) 9 : 111,111,111
#(1) 9 :
#(1) 9 :
#(1) 9 :

  
  
  
  
  
 




: #(1) 9
: #(2) 9
: #(3) 9
: #(4) 9
: #(5) 9

6 666,666,666 : #(6) 9
111,111,111 7 777,777,777 : #(7) 9
111,111,111 8 888,888,888 : #(8) 9
111,111,111 9 999,999,999 : #(9) 9







 
  
  
  

 (II) 

จากผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวก n  ซ่ึง 1 9n   ใน (II) เราสงัเกตเห็นวา่จ านวนของเลขโดด 

1  ของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเตม็บวกท่ีน ามาคูณนั้นมีผลต่อผลคูณน้ี โดยผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุก

หลกัเป็นจ านวนเต็มบวก n  เม่ือ 1 9n   นัน่คือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 
#( ) 9n

nnn n


 เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก ซ่ึง 

1 9n   
ตวัอย่าง 1 จาก (II) ก าหนดให ้n  เป็นจ านวนเตม็บวก ซ่ึง 10 19n   จะไดผ้ลคูณ 

#(1) 9

111 1 n


  ดงัน้ี 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

111,111,111 10 1,111,111,110 0 0 0, 0 0 0, 0 0 0#(1) 9:
111,111,111 11 1,222,222,221 1 1 1, 1 1 1, 1 1 1#(1) 9:
111,111,111 12 1,333,333,332 2#(1) 9:

#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:
#(1) 9:

  
  
  









1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2, 2 2 2, 2 2 2
111,111,111 13 1,444,444,443 3 3 3, 3 3 3, 3 3 3
111,111,111 14 1,555,555,554 4 4 4, 4 4 4, 4 4 4
111,111,111 15 1,666,666,665 5 5 5, 5 5 5, 5 5 5
111,111,111 16 1,777,777,776 6 6 6,

  
  
  
  

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

: #( 0) 9
: #( 1) 9
: #( 2) 9
: #( 3) 9
: #( 4) 9

6 6 6, 6 6 6
111,111,111 17 1,888,888,887 7 7 7, 7 7 7, 7 7 7
111,111,111 18 1,999,999,998 8 8 8, 8 8 8, 8 8 8
111,111,111 19 2,111,111,109 9 9 9, 9 9 9, 9 9 9







  
  
  

1

1

1

1

1

: #( 5) 9
: #( 6) 9
: #( 7) 9
: #( 8) 9
: #( 9) 9







(III) 

จาก (III) ผลคูณของจ านวน 
#(1) 9

111 1


 กบัจ านวนเต็มบวกสองหลกั n  ซ่ึง 10 19n   ท่ีไดมี้ลกัษณะไม่

เหมือนกบั (II) เม่ือพิจารณาในระบบเลขฐานสิบ แต่หากพิจารณาผลคูณน้ีเม่ือแปลงเป็นจ านวนเศษเหลือเราพบวา่มี
ลกัษณะเหมือนกบั (II) นัน่คือ ผลคูณน้ีจะเป็นจ านวนเกา้หลกั ท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเศษเหลือ 1r  ท่ีไดจ้ากการแปลง
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ทฤษฎีบท 6 ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก 

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 

1

1 1 1 1

#( ) 9r

r r r r


 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s a r s r s a



 

   
     

ส าหรับทุก ,q tr s  

และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 

 
( 1)

0 ; 0
(10 ) ; 0

q

q

r
n r r



 


    

 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 

#(0)

000 0
n

 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 

#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 

#(1)

111 1 1
p

  = 
#(1)

111 1
p

 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
#(1)

111 1 ( 1)
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


  + 
#(1)

(111 1 1)
p

  = 

และจ�ำนวน

เต็ม 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดังน้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  และ 

#( )n p

nnn n


 + 
#(1)

111 1
p

 = 
#( 1)

( 1)( 1)( 1) ( 1)
n p

n n n n
 

     ฉะนั้น ( 1)P n  เป็นจริง โดยหลกัการอุปนยัเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#(1) #( )

111 1
p n p

n nnn n
 

   ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ทฤษฎบีท 5 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     

การพิสูจน์ โดยบทตั้ง 2 และทฤษฎีบท 4 จะไดว้่า 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


   
#( )

( )
n p

nnn n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ข้อสังเกต ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ q  จะไดว้า่ 
#( )

0
q p

qqq q


  = 0  = 
#(0)

000 0
p

 

ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 

#( ) #( )

( )( )( ) ( )
q p q n p

qqq q n q n q n q n q n
  

       

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n แทนขอ้ความ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุก

จ านวนเตม็ n  
กรณีที ่1 n  เป็นจ านวนเตม็บวก 
เน่ืองจาก 

#( )

1
q p

qqq q


  = 
#( )q p

qqq q


 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     เราจะแสดงว่า ( 1)P n เป็นจริง พิจารณา 
#( )q p

qqq q


   ( 1)n  = 

#( )

( )
q p

qqq q n


  + 
#( )

( 1)
q p

qqq q


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     + 
#( )q p

qqq q


 = 

#(( ) )

(( ) )(( ) )(( ) ) (( ) )
q n q p

q n q q n q q n q q n q
  

         = 

#( ( 1))

( ( 1))( ( 1))( ( 1)) ( ( 1))
q n p

q n q n q n q n
  

         ฉะนั้น ( 1)P n เป็นจริง โดยหลกัการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

กรณีที ่2 n  เป็นจ านวนเตม็ลบ 
จะได้ว่า n m  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก m  โดยบทตั้ง 2 จะได้ว่า 

#( )q p

qqq q


   n  = 
#( )q p

qqq q


   

( )m  = 
#( )

( )
q p

qqq q m


   = 
#( )

(( )( )( ) ( ))
q m p

q m q m q m q m
 

      = 

#( ( ))

( ( ))( ( ))( ( )) ( ( ))
q m p

q m q m q m q m
  

         = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส า ห รั บ ทุ ก

จ านวนเตม็ลบ n  
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธ์ของ 

#(6) 14

666 6 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ ซ่ึง 1 9n   

  จะได้ว่า 

#( )n p

nnn n


 + 
#(1)

111 1
p

 = 
#( 1)

( 1)( 1)( 1) ( 1)
n p

n n n n
 

     ฉะนั้น ( 1)P n  เป็นจริง โดยหลกัการอุปนยัเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#(1) #( )

111 1
p n p

n nnn n
 

   ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ทฤษฎบีท 5 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     

การพิสูจน์ โดยบทตั้ง 2 และทฤษฎีบท 4 จะไดว้่า 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


   
#( )

( )
n p

nnn n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ข้อสังเกต ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ q  จะไดว้า่ 
#( )

0
q p

qqq q


  = 0  = 
#(0)

000 0
p

 

ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 

#( ) #( )

( )( )( ) ( )
q p q n p

qqq q n q n q n q n q n
  

       

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n แทนขอ้ความ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุก

จ านวนเตม็ n  
กรณีที ่1 n  เป็นจ านวนเตม็บวก 
เน่ืองจาก 

#( )

1
q p

qqq q


  = 
#( )q p

qqq q


 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     เราจะแสดงว่า ( 1)P n เป็นจริง พิจารณา 
#( )q p

qqq q


   ( 1)n  = 

#( )

( )
q p

qqq q n


  + 
#( )

( 1)
q p

qqq q


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     + 
#( )q p

qqq q


 = 

#(( ) )

(( ) )(( ) )(( ) ) (( ) )
q n q p

q n q q n q q n q q n q
  

         = 

#( ( 1))

( ( 1))( ( 1))( ( 1)) ( ( 1))
q n p

q n q n q n q n
  

         ฉะนั้น ( 1)P n เป็นจริง โดยหลกัการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

กรณีที ่2 n  เป็นจ านวนเตม็ลบ 
จะได้ว่า n m  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก m  โดยบทตั้ง 2 จะได้ว่า 

#( )q p

qqq q


   n  = 
#( )q p

qqq q


   

( )m  = 
#( )

( )
q p

qqq q m


   = 
#( )

(( )( )( ) ( ))
q m p

q m q m q m q m
 

      = 

#( ( ))

( ( ))( ( ))( ( )) ( ( ))
q m p

q m q m q m q m
  

         = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส า ห รั บ ทุ ก

จ านวนเตม็ลบ n  
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธ์ของ 

#(6) 14

666 6 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ ซ่ึง 1 9n   

ก า ร พิ สู จ น ์  ก� ำ ห น ด ใ ห ้  

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 

1

1 1 1 1

#( ) 9r

r r r r


 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s a r s r s a



 

   
     

ส าหรับทุก ,q tr s  

และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 

 
( 1)

0 ; 0
(10 ) ; 0

q

q

r
n r r



 


    

 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 

#(0)

000 0
n

 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 

#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
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 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 
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เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
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ทฤษฎบีท 5 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
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การพิสูจน์ โดยบทตั้ง 2 และทฤษฎีบท 4 จะไดว้่า 
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ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 
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 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
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         ฉะนั้น ( 1)P n เป็นจริง โดยหลกัการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
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จะได้ว่า n m  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก m  โดยบทตั้ง 2 จะได้ว่า 
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จ านวนเตม็ลบ n  
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธ์ของ 
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  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ ซ่ึง 1 9n   

  ส�ำหรับทุกจ�ำนวน

เต็ม  

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
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1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
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 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 
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 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

กรณีที่ 1  

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
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การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
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 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 
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 = 
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n n 
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333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  เป็นจ�ำนวนเต็มบวก

เนื่องจาก 

#( )n p

nnn n


 + 
#(1)

111 1
p

 = 
#( 1)

( 1)( 1)( 1) ( 1)
n p

n n n n
 

     ฉะนั้น ( 1)P n  เป็นจริง โดยหลกัการอุปนยัเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#(1) #( )

111 1
p n p

n nnn n
 

   ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ทฤษฎบีท 5 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     

การพิสูจน์ โดยบทตั้ง 2 และทฤษฎีบท 4 จะไดว้่า 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


   
#( )

( )
n p

nnn n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ข้อสังเกต ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ q  จะไดว้า่ 
#( )

0
q p

qqq q


  = 0  = 
#(0)

000 0
p

 

ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 

#( ) #( )

( )( )( ) ( )
q p q n p

qqq q n q n q n q n q n
  

       

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n แทนขอ้ความ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุก

จ านวนเตม็ n  
กรณีที ่1 n  เป็นจ านวนเตม็บวก 
เน่ืองจาก 

#( )

1
q p

qqq q


  = 
#( )q p

qqq q


 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     เราจะแสดงว่า ( 1)P n เป็นจริง พิจารณา 
#( )q p

qqq q


   ( 1)n  = 

#( )

( )
q p

qqq q n


  + 
#( )

( 1)
q p

qqq q


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     + 
#( )q p

qqq q


 = 

#(( ) )

(( ) )(( ) )(( ) ) (( ) )
q n q p

q n q q n q q n q q n q
  

         = 

#( ( 1))

( ( 1))( ( 1))( ( 1)) ( ( 1))
q n p

q n q n q n q n
  

         ฉะนั้น ( 1)P n เป็นจริง โดยหลกัการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

กรณีที ่2 n  เป็นจ านวนเตม็ลบ 
จะได้ว่า n m  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก m  โดยบทตั้ง 2 จะได้ว่า 

#( )q p

qqq q


   n  = 
#( )q p

qqq q


   

( )m  = 
#( )

( )
q p

qqq q m


   = 
#( )

(( )( )( ) ( ))
q m p

q m q m q m q m
 

      = 

#( ( ))

( ( ))( ( ))( ( )) ( ( ))
q m p

q m q m q m q m
  

         = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส า ห รั บ ทุ ก

จ านวนเตม็ลบ n  
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธ์ของ 

#(6) 14

666 6 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ ซ่ึง 1 9n   

 =  จะได้ว่า 

#( )n p

nnn n


 + 
#(1)

111 1
p

 = 
#( 1)

( 1)( 1)( 1) ( 1)
n p

n n n n
 

     ฉะนั้น ( 1)P n  เป็นจริง โดยหลกัการอุปนยัเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#(1) #( )

111 1
p n p

n nnn n
 

   ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ทฤษฎบีท 5 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     

การพิสูจน์ โดยบทตั้ง 2 และทฤษฎีบท 4 จะไดว้่า 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


   
#( )

( )
n p

nnn n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ข้อสังเกต ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ q  จะไดว้า่ 
#( )

0
q p

qqq q


  = 0  = 
#(0)

000 0
p

 

ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 

#( ) #( )

( )( )( ) ( )
q p q n p

qqq q n q n q n q n q n
  

       

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n แทนขอ้ความ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุก

จ านวนเตม็ n  
กรณีที ่1 n  เป็นจ านวนเตม็บวก 
เน่ืองจาก 

#( )

1
q p

qqq q


  = 
#( )q p

qqq q


 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     เราจะแสดงว่า ( 1)P n เป็นจริง พิจารณา 
#( )q p

qqq q


   ( 1)n  = 

#( )

( )
q p

qqq q n


  + 
#( )

( 1)
q p

qqq q


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     + 
#( )q p

qqq q


 = 

#(( ) )

(( ) )(( ) )(( ) ) (( ) )
q n q p

q n q q n q q n q q n q
  

         = 

#( ( 1))

( ( 1))( ( 1))( ( 1)) ( ( 1))
q n p

q n q n q n q n
  

         ฉะนั้น ( 1)P n เป็นจริง โดยหลกัการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

กรณีที ่2 n  เป็นจ านวนเตม็ลบ 
จะได้ว่า n m  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก m  โดยบทตั้ง 2 จะได้ว่า 

#( )q p

qqq q


   n  = 
#( )q p

qqq q


   

( )m  = 
#( )

( )
q p

qqq q m


   = 
#( )

(( )( )( ) ( ))
q m p

q m q m q m q m
 

      = 

#( ( ))

( ( ))( ( ))( ( )) ( ( ))
q m p

q m q m q m q m
  

         = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส า ห รั บ ทุ ก

จ านวนเตม็ลบ n  
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธ์ของ 

#(6) 14

666 6 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ ซ่ึง 1 9n   

 เป็นจริง 

ส ม ม ติ ว ่ า  

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 

1

1 1 1 1

#( ) 9r

r r r r


 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s a r s r s a



 

   
     

ส าหรับทุก ,q tr s  

และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 

 
( 1)

0 ; 0
(10 ) ; 0

q

q

r
n r r



 


    

 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 

#(0)

000 0
n

 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 

#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 

#(1)

111 1 1
p

  = 
#(1)

111 1
p

 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
#(1)

111 1 ( 1)
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


  + 
#(1)

(111 1 1)
p

  = 

  เ ป ็ น จ ริ ง  จ ะ ไ ด ้ ว ่ า  

#( )n p

nnn n


 + 
#(1)

111 1
p

 = 
#( 1)

( 1)( 1)( 1) ( 1)
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#( )q p

qqq q


   ( 1)n  = 

#( )

( )
q p

qqq q n

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
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จะได้ว่า n m  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก m  โดยบทตั้ง 2 จะได้ว่า 
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#( )q p

qqq q


   n  = 
#( )q p

qqq q


   

( )m  = 
#( )

( )
q p

qqq q m


   = 
#( )

(( )( )( ) ( ))
q m p

q m q m q m q m
 

      = 

#( ( ))

( ( ))( ( ))( ( )) ( ( ))
q m p

q m q m q m q m
  

         = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส า ห รั บ ทุ ก

จ านวนเตม็ลบ n  
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธ์ของ 

#(6) 14

666 6 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ ซ่ึง 1 9n   

 

เป็นจริง โดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ จะได้ว่า
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 ส� ำ ห รั บ ทุ ก

จ�ำนวนเต็มบวก 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดังน้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 

กรณีที่ 2  

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 เป็นจ�ำนวนเต็มลบ

จะได้ว่า 

#( )n p

nnn n


 + 
#(1)

111 1
p

 = 
#( 1)

( 1)( 1)( 1) ( 1)
n p

n n n n
 

     ฉะนั้น ( 1)P n  เป็นจริง โดยหลกัการอุปนยัเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#(1) #( )

111 1
p n p

n nnn n
 

   ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ทฤษฎบีท 5 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     

การพิสูจน์ โดยบทตั้ง 2 และทฤษฎีบท 4 จะไดว้่า 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


   
#( )

( )
n p

nnn n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ข้อสังเกต ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ q  จะไดว้า่ 
#( )

0
q p

qqq q


  = 0  = 
#(0)

000 0
p

 

ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 

#( ) #( )

( )( )( ) ( )
q p q n p

qqq q n q n q n q n q n
  

       

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n แทนขอ้ความ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุก

จ านวนเตม็ n  
กรณีที ่1 n  เป็นจ านวนเตม็บวก 
เน่ืองจาก 

#( )

1
q p

qqq q


  = 
#( )q p

qqq q


 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     เราจะแสดงว่า ( 1)P n เป็นจริง พิจารณา 
#( )q p

qqq q


   ( 1)n  = 

#( )

( )
q p

qqq q n


  + 
#( )

( 1)
q p

qqq q


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     + 
#( )q p

qqq q


 = 

#(( ) )

(( ) )(( ) )(( ) ) (( ) )
q n q p

q n q q n q q n q q n q
  

         = 

#( ( 1))

( ( 1))( ( 1))( ( 1)) ( ( 1))
q n p

q n q n q n q n
  

         ฉะนั้น ( 1)P n เป็นจริง โดยหลกัการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

กรณีที ่2 n  เป็นจ านวนเตม็ลบ 
จะได้ว่า n m  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก m  โดยบทตั้ง 2 จะได้ว่า 

#( )q p

qqq q


   n  = 
#( )q p

qqq q


   

( )m  = 
#( )

( )
q p

qqq q m


   = 
#( )

(( )( )( ) ( ))
q m p

q m q m q m q m
 

      = 

#( ( ))

( ( ))( ( ))( ( )) ( ( ))
q m p

q m q m q m q m
  

         = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส า ห รั บ ทุ ก

จ านวนเตม็ลบ n  
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธ์ของ 

#(6) 14

666 6 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ ซ่ึง 1 9n   

  ส�ำหรบับางจ�ำนวนเตม็บวก 

#( )n p

nnn n


 + 
#(1)

111 1
p

 = 
#( 1)

( 1)( 1)( 1) ( 1)
n p

n n n n
 

     ฉะนั้น ( 1)P n  เป็นจริง โดยหลกัการอุปนยัเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#(1) #( )

111 1
p n p

n nnn n
 

   ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ทฤษฎบีท 5 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     

การพิสูจน์ โดยบทตั้ง 2 และทฤษฎีบท 4 จะไดว้่า 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


   
#( )

( )
n p

nnn n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ข้อสังเกต ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ q  จะไดว้า่ 
#( )

0
q p

qqq q


  = 0  = 
#(0)

000 0
p

 

ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 

#( ) #( )

( )( )( ) ( )
q p q n p

qqq q n q n q n q n q n
  

       

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n แทนขอ้ความ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุก

จ านวนเตม็ n  
กรณีที ่1 n  เป็นจ านวนเตม็บวก 
เน่ืองจาก 

#( )

1
q p

qqq q


  = 
#( )q p

qqq q


 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     เราจะแสดงว่า ( 1)P n เป็นจริง พิจารณา 
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 

     

การพิสูจน์ โดยบทตั้ง 2 และทฤษฎีบท 4 จะไดว้่า 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


   
#( )

( )
n p

nnn n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ข้อสังเกต ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ q  จะไดว้า่ 
#( )

0
q p

qqq q


  = 0  = 
#(0)

000 0
p

 

ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 

#( ) #( )

( )( )( ) ( )
q p q n p

qqq q n q n q n q n q n
  

       

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n แทนขอ้ความ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุก

จ านวนเตม็ n  
กรณีที ่1 n  เป็นจ านวนเตม็บวก 
เน่ืองจาก 

#( )

1
q p

qqq q


  = 
#( )q p

qqq q


 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     เราจะแสดงว่า ( 1)P n เป็นจริง พิจารณา 
#( )q p
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q p
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

  + 
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( 1)
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

  = 
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 

     + 
#( )q p

qqq q

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#(( ) )

(( ) )(( ) )(( ) ) (( ) )
q n q p

q n q q n q q n q q n q
  

         = 

#( ( 1))

( ( 1))( ( 1))( ( 1)) ( ( 1))
q n p

q n q n q n q n
  

         ฉะนั้น ( 1)P n เป็นจริง โดยหลกัการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

กรณีที ่2 n  เป็นจ านวนเตม็ลบ 
จะได้ว่า n m  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก m  โดยบทตั้ง 2 จะได้ว่า 

#( )q p

qqq q
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qqq q

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q n p

q n q n q n q n
 

     ส า ห รั บ ทุ ก

จ านวนเตม็ลบ n  
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธ์ของ 

#(6) 14

666 6 n
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  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ ซ่ึง 1 9n   
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ทฤษฎบีท 5 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
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
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ข้อสังเกต ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ q  จะไดว้า่ 
#( )

0
q p

qqq q


  = 0  = 
#(0)
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p

 

ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 
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qqq q n q n q n q n q n
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การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n แทนขอ้ความ 
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
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q n q n q n q n
 
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จ านวนเตม็ n  
กรณีที ่1 n  เป็นจ านวนเตม็บวก 
เน่ืองจาก 
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qqq q


  = 
#( )q p
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

 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
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         ฉะนั้น ( 1)P n เป็นจริง โดยหลกัการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
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
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 
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กรณีที ่2 n  เป็นจ านวนเตม็ลบ 
จะได้ว่า n m  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก m  โดยบทตั้ง 2 จะได้ว่า 
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qqq q
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   n  = 
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qqq q
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( )m  = 
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( )
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qqq q m


   = 
#( )

(( )( )( ) ( ))
q m p

q m q m q m q m
 
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#( ( ))
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q n p
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     ส า ห รั บ ทุ ก

จ านวนเตม็ลบ n  
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธ์ของ 

#(6) 14

666 6 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ ซ่ึง 1 9n   
ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มลบ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 

ตัวอย ่าง 2  จงหาผลลัพธ ์ของ  
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
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 
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ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 

#( ) #( )

( )( )( ) ( )
q p q n p

qqq q n q n q n q n q n
  

       

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n แทนขอ้ความ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุก

จ านวนเตม็ n  
กรณีที ่1 n  เป็นจ านวนเตม็บวก 
เน่ืองจาก 

#( )

1
q p

qqq q


  = 
#( )q p

qqq q


 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     เราจะแสดงว่า ( 1)P n เป็นจริง พิจารณา 
#( )q p

qqq q


   ( 1)n  = 

#( )

( )
q p

qqq q n


  + 
#( )

( 1)
q p

qqq q


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     + 
#( )q p

qqq q


 = 

#(( ) )

(( ) )(( ) )(( ) ) (( ) )
q n q p

q n q q n q q n q q n q
  

         = 

#( ( 1))

( ( 1))( ( 1))( ( 1)) ( ( 1))
q n p

q n q n q n q n
  

         ฉะนั้น ( 1)P n เป็นจริง โดยหลกัการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

กรณีที ่2 n  เป็นจ านวนเตม็ลบ 
จะได้ว่า n m  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก m  โดยบทตั้ง 2 จะได้ว่า 

#( )q p

qqq q


   n  = 
#( )q p

qqq q


   

( )m  = 
#( )

( )
q p

qqq q m


   = 
#( )

(( )( )( ) ( ))
q m p

q m q m q m q m
 

      = 

#( ( ))

( ( ))( ( ))( ( )) ( ( ))
q m p

q m q m q m q m
  

         = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส า ห รั บ ทุ ก

จ านวนเตม็ลบ n  
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธ์ของ 

#(6) 14

666 6 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ ซ่ึง 1 9n    เมื่อ 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

เป็นจ�ำนวนเต็ม ซึ่ง 

#( )n p

nnn n


 + 
#(1)

111 1
p

 = 
#( 1)

( 1)( 1)( 1) ( 1)
n p

n n n n
 

     ฉะนั้น ( 1)P n  เป็นจริง โดยหลกัการอุปนยัเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#(1) #( )

111 1
p n p

n nnn n
 

   ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ทฤษฎบีท 5 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     

การพิสูจน์ โดยบทตั้ง 2 และทฤษฎีบท 4 จะไดว้่า 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


   
#( )

( )
n p

nnn n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ข้อสังเกต ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ q  จะไดว้า่ 
#( )

0
q p

qqq q


  = 0  = 
#(0)

000 0
p

 

ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 

#( ) #( )

( )( )( ) ( )
q p q n p

qqq q n q n q n q n q n
  

       

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n แทนขอ้ความ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุก

จ านวนเตม็ n  
กรณีที ่1 n  เป็นจ านวนเตม็บวก 
เน่ืองจาก 

#( )

1
q p

qqq q


  = 
#( )q p

qqq q


 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     เราจะแสดงว่า ( 1)P n เป็นจริง พิจารณา 
#( )q p

qqq q


   ( 1)n  = 

#( )

( )
q p

qqq q n


  + 
#( )

( 1)
q p

qqq q


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     + 
#( )q p

qqq q


 = 

#(( ) )

(( ) )(( ) )(( ) ) (( ) )
q n q p

q n q q n q q n q q n q
  

         = 

#( ( 1))

( ( 1))( ( 1))( ( 1)) ( ( 1))
q n p

q n q n q n q n
  

         ฉะนั้น ( 1)P n เป็นจริง โดยหลกัการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

กรณีที ่2 n  เป็นจ านวนเตม็ลบ 
จะได้ว่า n m  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก m  โดยบทตั้ง 2 จะได้ว่า 

#( )q p

qqq q


   n  = 
#( )q p

qqq q


   

( )m  = 
#( )

( )
q p

qqq q m


   = 
#( )

(( )( )( ) ( ))
q m p

q m q m q m q m
 

      = 

#( ( ))

( ( ))( ( ))( ( )) ( ( ))
q m p

q m q m q m q m
  

         = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส า ห รั บ ทุ ก

จ านวนเตม็ลบ n  
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธ์ของ 

#(6) 14

666 6 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ ซ่ึง 1 9n    

ทฤษฎีบท 3 [2]  

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 

1

1 1 1 1

#( ) 9r

r r r r


 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s a r s r s a



 

   
     

ส าหรับทุก ,q tr s  
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
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การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s a r s r s a



 

   
     

ส าหรับทุก ,q tr s  

และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s a r s r s a



 

   
     

ส าหรับทุก ,q tr s  

และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 

#(0)

000 0
n

 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 

#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n
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การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 

#(1)

111 1 1
p

  = 
#(1)

111 1
p

 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
#(1)

111 1 ( 1)
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n
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  + 
#(1)

(111 1 1)
p

  = 

  

ทฤษฎีบท 4 ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 และ

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 

1

1 1 1 1

#( ) 9r

r r r r


 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 

#(0)

000 0
n

 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
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การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
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 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 
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 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
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เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
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จะได้ว่า 

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
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ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 

#(0)

000 0
n

 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
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การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
#(1)
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n


  = 
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 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 

#(1)

111 1 1
p

  = 
#(1)

111 1
p

 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
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n


  = 
#( )n p
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เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
#(1)

111 1 ( 1)
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


  + 
#(1)

(111 1 1)
p

  = 

 ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  เนื่องจาก

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 

1

1 1 1 1
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 

#(0)

000 0
n

 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
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การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
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 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 
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 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
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เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
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จะได้ว่า P(1)  เป็นจริง สมมติว่า

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
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ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 

#(0)

000 0
n

 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 

#(1)

111 1
p

n


  = 
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การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
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#( )n p

nnn n
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 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 
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111 1 1
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  = 
#(1)
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p

 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
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  = 
#( )n p
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เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
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จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 

1

1 1 1 1

#( ) 9r

r r r r


 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 

#(0)

000 0
n

 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
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การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
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 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 
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#(1)
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 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
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เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
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คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
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ทฤษฎบีท 5 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
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การพิสูจน์ โดยบทตั้ง 2 และทฤษฎีบท 4 จะไดว้่า 
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ข้อสังเกต ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ q  จะไดว้า่ 
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ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 

#( ) #( )

( )( )( ) ( )
q p q n p

qqq q n q n q n q n q n
  

       

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n แทนขอ้ความ 
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เน่ืองจาก 
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 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
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     เราจะแสดงว่า ( 1)P n เป็นจริง พิจารณา 
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         ฉะนั้น ( 1)P n เป็นจริง โดยหลกัการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
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ฉะนั้น 

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 
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 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
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การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
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 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 
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 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
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เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
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  =   เป ็นจริง โดยหลักการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร ์ จะได ้ ว ่ า   

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 
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 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 

#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
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 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 
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 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
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เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
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 ส� ำหรับ

ทุกจ�ำนวนเต็มบวก 

ทฤษฎีบท 5 ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
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1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
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 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 
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 และ 
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 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  และ 

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
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 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 
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และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 
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 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 
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
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
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
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
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
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
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
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 
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
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ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

 

ข ้อสั ง เกต  ส� ำหรับทุกจ� ำนวนเต็มบวก  

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 

1

1 1 1 1

#( ) 9r

r r r r


 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s a r s r s a



 

   
     

ส าหรับทุก ,q tr s  

และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 

 
( 1)

0 ; 0
(10 ) ; 0

q

q

r
n r r



 


    

 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 

#(0)

000 0
n

 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 

#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 

#(1)

111 1 1
p

  = 
#(1)

111 1
p

 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
#(1)

111 1 ( 1)
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


  + 
#(1)

(111 1 1)
p

  = 

และ

จ�ำนวนเต็ม

#( )n p

nnn n


 + 
#(1)

111 1
p

 = 
#( 1)

( 1)( 1)( 1) ( 1)
n p

n n n n
 

     ฉะนั้น ( 1)P n  เป็นจริง โดยหลกัการอุปนยัเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#(1) #( )

111 1
p n p

n nnn n
 

   ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ทฤษฎบีท 5 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     

การพิสูจน์ โดยบทตั้ง 2 และทฤษฎีบท 4 จะไดว้่า 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


   
#( )

( )
n p

nnn n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ข้อสังเกต ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ q  จะไดว้า่ 
#( )

0
q p

qqq q


  = 0  = 
#(0)

000 0
p

 

ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 

#( ) #( )

( )( )( ) ( )
q p q n p

qqq q n q n q n q n q n
  

       

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n แทนขอ้ความ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุก

จ านวนเตม็ n  
กรณีที ่1 n  เป็นจ านวนเตม็บวก 
เน่ืองจาก 

#( )

1
q p

qqq q


  = 
#( )q p

qqq q


 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     เราจะแสดงว่า ( 1)P n เป็นจริง พิจารณา 
#( )q p

qqq q


   ( 1)n  = 

#( )

( )
q p

qqq q n


  + 
#( )

( 1)
q p

qqq q


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     + 
#( )q p

qqq q


 = 

#(( ) )

(( ) )(( ) )(( ) ) (( ) )
q n q p

q n q q n q q n q q n q
  

         = 

#( ( 1))

( ( 1))( ( 1))( ( 1)) ( ( 1))
q n p

q n q n q n q n
  

         ฉะนั้น ( 1)P n เป็นจริง โดยหลกัการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

กรณีที ่2 n  เป็นจ านวนเตม็ลบ 
จะได้ว่า n m  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก m  โดยบทตั้ง 2 จะได้ว่า 

#( )q p

qqq q


   n  = 
#( )q p

qqq q


   

( )m  = 
#( )

( )
q p

qqq q m


   = 
#( )

(( )( )( ) ( ))
q m p

q m q m q m q m
 

      = 

#( ( ))

( ( ))( ( ))( ( )) ( ( ))
q m p

q m q m q m q m
  

         = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     ส า ห รั บ ทุ ก

จ านวนเตม็ลบ n  
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธ์ของ 

#(6) 14

666 6 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ ซ่ึง 1 9n   

จะได้ว่า 

#( )n p

nnn n


 + 
#(1)

111 1
p

 = 
#( 1)

( 1)( 1)( 1) ( 1)
n p

n n n n
 

     ฉะนั้น ( 1)P n  เป็นจริง โดยหลกัการอุปนยัเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
#(1) #( )

111 1
p n p

n nnn n
 

   ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ทฤษฎบีท 5 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     

การพิสูจน์ โดยบทตั้ง 2 และทฤษฎีบท 4 จะไดว้่า 
#(1)

111 1 ( )
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


   
#( )

( )
n p

nnn n


  = 

#( )

( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ข้อสังเกต ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ q  จะไดว้า่ 
#( )

0
q p

qqq q


  = 0  = 
#(0)

000 0
p

 

ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 

#( ) #( )

( )( )( ) ( )
q p q n p

qqq q n q n q n q n q n
  
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 
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
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ตรวจค�ำตอบด้วยคอมพิวเตอร์

ตัวอย่าง 3 จงหาผลลัพธ์ของ 

วธีิท า โดยทฤษฎีบท 6 จะไดว้า่ 

1

#(6) 14 #(6) 14 #(6) 14

1 1 1 1
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#( 2) 2

3 2 09 2 29023


 = 430(10)329023 = 1430 0329023 = 4310329023 จากการแปลงจ านวนเศษ

เหลือกลบัเป็นเลขฐานสิบ จะไดว้า่ 
#(579) 6

(579)(579)(579) (579)


 = 64333269  

ตรวจค าตอบด้วยคอมพวิเตอร์ 

 
ภาพที ่3 : ผลคูณ 

#(579) 6

(579)(579)(579) (579) 67


  

 
 
 
 

1319999868  จากการแปลงจ านวนเศษเหลือกลับเป็นเลขฐานสิบ จะได้ว่า 
#(12) 7

(12)(12)(12) (12)


 = 

1

1 1 1 1

#( 2) 7

2 2 2 2


 = 
#(3) 6

1333 32

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วิ ธี ท า  โ ด ย ท ฤ ษ ฎี บ ท  6 จ ะ ไ ด้ ว่ า  
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(579)(579)(579) (579)
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#(38793) 6
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

 = 
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
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

 = 
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

 = 
39

38 39 39 39 39 39
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
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#(39) 3

(38)(46)(46)(39)(39)(39)023


 = 
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
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
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
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

 = 64333269  

ตรวจค าตอบด้วยคอมพวิเตอร์ 

 
ภาพที ่3 : ผลคูณ 
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 จากการแปลงจ�ำนวนเศษเหลือกลับเป็น

เลขฐานสิบ จะได้ว่า  
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(387)(397)(390)(390)(390)(390)23

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
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
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บทสรุปและการอภิปรายผล
	 จากข้อสงสัยของเราจนกระทั่งสามารถพิสูจน์ข้อ

สังเกตเป็นรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนได้ของผลคูณของ

จ�ำนวนเต็มใดๆ กับจ�ำนวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็น

จ�ำนวนเต็มเดียวกัน โดยอาศัยจ�ำนวนเศษเหลือและหลัก

การอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์เป็นเครื่องมือส�ำคัญในการ

พิสูจน์ ท�ำให้เราสามารถเขียนรูปแบบทั่วไปที่แน่นอน

ของผลคูณของจ�ำนวนเต็มใด ๆ กับจ�ำนวนหลายหลัก

ที่ทุกหลักเป็นจ�ำนวนเต็มเดียวกันได้ และสรุปเป็นสูตร

ส�ำหรับทุกจ�ำนวนเต็มบวก 

จ านวนเต็มบวก n  เ ม่ือ 10 19n   และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 9r   นั่นคือ 
#(1) 9

111 1 n


  = 

1

1 1 1 1

#( ) 9r

r r r r


 ฉะนั้น จาก (II) และ (III) เราจึงสรุปเป็นขอ้สงสยัไดด้งัต่อไปน้ี  

1) เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุก
หลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนัไดห้รือไม่ 

2) หากเราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ี
ทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้แลว้รูปแบบทัว่ไปของผลคูณท่ีไดจ้ะมีลกัษณะเหมือนกบั (II) ท่ี
เราพบหรือไม่ 

การแปลงจ านวนเตม็บวกเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นวา่ท าไดง่้าย แต่หากจะแปลงจ านวนเต็ม
ลบเป็นจ านวนเศษเหลือนั้นท าไดไ้ม่ง่ายนกั ดงันั้นบทตั้ง 1 [2] มีประโยชน์อยา่งมากส าหรับการแปลงจ านวนเต็มลบ
เป็นจ านวนเศษเหลือ โดยไดแ้สดงให้เห็นถึงลกัษณะของจ านวนเศษเหลือของจ านวนเต็มลบดว้ย มากกวา่นั้นยงัได้
นิยามการด าเนินการทวภิาค (binary operation)  บน  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s a r s r s a



 

   
     

ส าหรับทุก ,q tr s  

และไดแ้สดงการพิสูจน์ในทฤษฎีบท 3 วา่ ,  เป็นกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกล่าวไวด้งัน้ี กรุป (group) 
[8] คือระบบคณิตศาสตร์ ,G  เม่ือ  เป็นการด าเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  (บางคร้ังเราเรียกวา่
ฟังก์ชนั  สอดคลอ้งสมบติัการปิด (closure property)) ซ่ึงสอดคลอ้งกบัสมบติัสามขอ้ คือสมบติัการเปล่ียนหมู่ 
(associative property) มีเอกลกัษณ์ซา้ย (left identity) และทุกสมาชิกมีตวัผกผนัซา้ย (left inverse) 
บทตั้ง 1 [2] ก าหนดให ้n  ซ่ึง qn r  จะไดว้า่ 

 
( 1)

0 ; 0
(10 ) ; 0

q

q

r
n r r



 


    

 (III) 

ทฤษฎบีท 3 [2] ,  เป็นกรุป 
บทตั้ ง 2 [4] ส าหรับทุก 1 2 3, , , , nx x x x   จะได้ว่าตัวผกผันภายใต้  ของ 1 2 3 nx x x x  คือ 

1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     นัน่คือ 1 2 3( )nx x x x  = 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
การพิสูจน์ ก าหนดให้ 1 2 3, , , , nx x x x   จะไดว้า่ 1 2 3 nx x x x    1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
=      1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )n nx x x x x x x x         = 

#(0)

000 0
n

 = 0  ดงันั้น 1 2 3( )nx x x x  

= 1 2 3( )( )( ) ( )nx x x x     
ทฤษฎบีท 4 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 

#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n  แทนขอ้ความ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  เน่ืองจาก 

#(1)

111 1 1
p

  = 
#(1)

111 1
p

 จะไดว้า่ (1)P  เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
#(1)

111 1
p

n


  = 
#( )n p

nnn n


 

เราจะแสดงว่า ( 1)P n  เป็นจริง พิจารณา 
#(1)

111 1 ( 1)
p

n


   = 
#(1)

(111 1 )
p

n


  + 
#(1)

(111 1 1)
p

  = 

 และจ�ำนวนเต็ม 

บทน าและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้อง 
การศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีสวยงามทางพีชคณิตของจ านวนหลายหลกันั้นนบัว่ามีประโยชน์อยา่งมาก

ในชีวติประจ าวนัของเรา ส าหรับช่วยเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนในการค านวณหาผลลพัธ์ในกรณีฉุกเฉิน เม่ือเราไม่
มีเคร่ืองมือช่วยค านวณ อาทิ เคร่ืองคิดเลข เคร่ืองคอมพิวเตอร์ หรือแมก้ระทัง่โทรศพัท์มือถือ บางคร้ังแมว้่าจะมี
เคร่ืองช่วยค านวณเหล่าน้ีก็อาจจะค านวณหาค่าไม่ไดห้ากเป็นการค านวณของจ านวนท่ีมีจ านวนหลกัมาก ๆ ฉะนั้น
สูตรลดับางอยา่งส าหรับการค านวณจึงเป็นทางออกท่ีเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับการศึกษาหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอน
บางอยา่งทางพีชคณิตของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเดียวกนัไดมี้การศึกษาในหลายรูปแบบ ดงัน้ี อยัเรศ [5] และ 
ณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามจ านวนเศษเหลือ (remainder number) จากขั้นตอนวิธีการหารส าหรับจ านวนเต็ม a  
ใด ๆ โดย a  = q r  เมื่อ q  และ r  เป็นจ ำนวนเตม็ โดยที่ a  = 10 q r   และ 0 10r   อยัเรศ [5] ได้
ศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 1  โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดแ้ละมีลกัษณะท่ีสวยงาม ดงัน้ี ก าหนดให้ n  เป็นจ านวนเต็ม

บวก โดยท่ี n  = q r  เ ม่ือ q  และ r  เป็นจ านวนเต็ม ซ่ึง 0 10r   จะได้ว่า 
2

#(1)

111...1
n

 
   

 = 

1 1 1 1123...9 01... ( 1) ( 1)...109...321q q qr r r   ณัฐพงษ ์และ อยัเรศ [1] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผล
การยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 3  (เลขโดด 6 ) ยกเวน้หลกัหน่วยเป็นเลขโดด 4  (เลขโดด 7 ) 
โดยไดพ้บวา่ผลการยกก าลงัสองน้ีสามารถเขียนอยูใ่นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนได ้ดงัน้ี ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

จะไดว้า่ 
2

#(3)

333 34
n

 
   

 = 
#(1) 1 #(5)

111 1555 56
n n  

 และ 
2

#(6)

666 67
n

 
   

 = 
#(4) 1 #(8)

444 4888 89
n n  

 แสงประทีป 

และ อยัเรศ [3] ไดศึ้กษาและหารูปแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกก าลงัสองของจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 
6  (เลขโดด 3 , 9 ) กบัจ านวนท่ีทุกหลกัเป็นเลขโดด 6  (เลขโดด 3 , 9 ) โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผลการยกก าลงั
สองน้ีสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปท่ีแน่นอนได้ ดัง น้ี  ส าหรับทุกจ านวนเต็มบวก n  จะได้ว่า 

2

#(6) #(6)

666 6 666 6
n n 

 
   

 = 
#(4) #(2)

444 4222 2
n n 

, 
2

#(3) #(3)

333 3 333 3
n n 

 
   

 = 
#(1) #(2)

111 1222 2
n n 

 และ 

2

#(9) #(9)

999 9 999 9
n n 

 
   

 = 
#(9) #(0)

999 9000 0
n n 

 มากกว่านั้น อภิสิทธ์ิ และ อยัเรศ [4] ได้นิยามและศึกษา

ลกัษณะของจ านวนหลายหลกั ซ่ึงแต่ละหลกัเป็นจ านวนเต็ม เช่น 88888  (จ านวนห้าหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 8 ) 
และ (27)(27)(27)(27)(27)(27)(27)  (จ านวนเจ็ดหลกัท่ีทุกหลกัเป็นเลข 27 ) พร้อมทั้งหาตวัผกผนัภายใต้
การด าเนินการทวภิาคท่ีณฐัวฒิุ และ อยัเรศ [2] ไดนิ้ยามข้ึนมา 

บทความน้ีจึงมีวตัถุประสงคเ์พ่ือศึกษาและหารูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณของจ านวนเตม็ใด ๆ กบั
จ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเตม็เดียวกนั โดยเคร่ืองมือหลกัท่ีเราใชใ้นการสร้างจ านวนเศษเหลือและการ
พิสูจน์ คือขั้นตอนวธีิการหาร และหลกัการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ ซ่ึงกล่าวไวด้งัน้ี 
ทฤษฎีบท 1 ขั้นตอนวิธีการหาร (The Division Algorithm) [7] ถา้ a  และ b  เป็นจ านวนเต็ม โดยท่ี 0b  แลว้มี
จ านวนเตม็ q  และ r  เพียงชุดเดียวเท่านั้น ซ่ึง a  = b q r   และ 0 | |r b   

  และ
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 

     ฉะนั้น ( 1)P n  เป็นจริง โดยหลกัการอุปนยัเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
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111 1
p n p

n nnn n
 

   ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  

ทฤษฎบีท 5 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก n  และ p  จะไดว้า่ 
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n

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( )( )( ) ( )
n p

n n n n
 

     

การพิสูจน์ โดยบทตั้ง 2 และทฤษฎีบท 4 จะไดว้่า 
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ข้อสังเกต ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ q  จะไดว้า่ 
#( )

0
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qqq q

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ทฤษฎบีท 6 ส าหรับทุกจ านวนเตม็บวก p  และจ านวนเตม็ n  และ q  จะไดว้า่ 
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การพิสูจน์ ก าหนดให้ ( )P n แทนขอ้ความ 
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     ส าหรับทุก

จ านวนเตม็ n  
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 จะไดว้า่ (1)P เป็นจริง สมมติวา่ ( )P n  เป็นจริง จะไดว้า่ 
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     เราจะแสดงว่า ( 1)P n เป็นจริง พิจารณา 
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         ฉะนั้น ( 1)P n เป็นจริง โดยหลกัการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร์ จะไดว้า่ 
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กรณีที ่2 n  เป็นจ านวนเตม็ลบ 
จะได้ว่า n m  ส าหรับบางจ านวนเต็มบวก m  โดยบทตั้ง 2 จะได้ว่า 
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จ านวนเตม็ลบ n  
ตวัอย่าง 2 จงหาผลลพัธ์ของ 

#(6) 14

666 6 n


  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ ซ่ึง 1 9n   

  

ได ้ดังนี้   

บทสรุปและการอภิปรายผล 
จากขอ้สงสัยของเราจนกระทัง่สามารถพิสูจน์ขอ้สังเกตเป็นรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนไดข้องผลคูณของ

จ านวนเต็มใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนั โดยอาศยัจ านวนเศษเหลือและหลกัการ
อุปนยัเชิงคณิตศาสตร์เป็นเคร่ืองมือส าคญัในการพิสูจน์ ท าให้เราสามารถเขียนรูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณ
ของจ านวนเตม็ใด ๆ กบัจ านวนหลายหลกัท่ีทุกหลกัเป็นจ านวนเต็มเดียวกนัได ้และสรุปเป็นสูตรส าหรับทุกจ านวน
เต็มบวก p  และจ านวนเต็ม n  และ q  ไดด้งัน้ี 

#( )q p

qqq q n


  = 
#( )

( )( )( ) ( )
q n p

q n q n q n q n
 

     และ

รูปแบบทัว่ไปท่ีแน่นอนของผลคูณน้ียงัมีลกัษณะเหมือนกบัขอ้สงัเกตท่ีเราพบใน (II) ดว้ยสูตรจากบทความน้ีจึงเป็น
การเพ่ิมความสะดวกใหม้ากข้ึนและแสดงใหเ้ห็นลกัษณะท่ีสวยงามในแบบคณิตศาสตร์นัน่เอง 

จากบทความน้ีและบทความอ่ืน ๆ ท่ีไดก้ล่าวถึง ผูอ่้านจะสังเกตเห็นวา่จ านวนเศษเหลือมีประโยชน์อยา่ง
มากส าหรับการศึกษาลกัษณะทางพีชคณิตต่าง ๆ ฉะนั้นหากผูอ่้านเร่ิมท าการศึกษาลกัษณะทางพีชคณิตท่ีน่าสนใจ
ของจ านวนเตม็เช่นเดียวกบับทความน้ีก็คาดวา่น่าจะไดสู้ตรส าหรับการค านวณเช่นกนัและสูตรท่ีไดจ้ากการศึกษาจะ
เป็นการช่วยเพ่ิมความสะดวกในการค านวณต่าง ๆ และนอกจากผลการศึกษาท่ีไดรั้บแลว้ ผูอ่้านจะไดพ้บกบัความ
สวยงามของรูปแบบทัว่ไปและการพิสูจน์อีกดว้ย 

ค าขอบคุณ 
บทความน้ีไดรั้บการสนบัสนุนจากกลุ่มวิจยั : Group for Young Algebraists in University of Phayao 

(GYA) ผูเ้ขียนขอขอบพระคุณผูป้ระเมินบทความวิชาการทุกท่านส าหรับข้อคิดเห็นและข้อเสนอแนะท่ีเป็น
ประโยชน์อยา่งมากในการปรับปรุงบทความใหส้ าเร็จลุล่วงไดอ้ยา่งสมบูรณ์ 
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และ

รูปแบบทั่วไปที่แน ่นอนของผลคูณนี้ยังมีลักษณะ

เหมือนกับข้อสังเกตที่เราพบใน  ด้วยสูตรจากบทความ

นี้จึงเป็นการเพิ่มความสะดวกให้มากขึ้นและแสดง

ให้เห็นลักษณะที่สวยงามในแบบคณิตศาสตร์นั่นเอง

	 จากบทความนี้และบทความอื่นๆ ที่ได้กล่าวถึง

ผู ้อ ่านจะสังเกตเห็นว่าจ�ำนวนเศษเหลือมีประโยชน์

อย่างมากส�ำหรับการศึกษาลักษณะทางพีชคณิตต่างๆ

ฉะนั้นหากผู้อ่านเริ่มท�ำการศึกษาลักษณะทางพีชคณิต

ที่น่าสนใจของจ�ำนวนเต็มเช่นเดียวกับบทความนี้ก็

คาดว่าน่าจะได้สูตรส�ำหรับการค�ำนวณเช่นกันและสูตร

ที่ได้จากการศึกษาจะเป็นการช่วยเพิ่มความสะดวก

ในการค�ำนวณต่างๆ และนอกจากผลการศึกษาที่ได้รับ

แล้ว ผู ้อ ่านจะได้พบกับความสวยงามของรูปแบบ

ทั่วไปและการพิสูจน์อีกด้วย

ค�ำขอบคุณ
	 บทความนี้ได้รับการสนับสนุนจากกลุ ่มวิจัย :

Group for Young Algebraists in University of Phayao

(GYA) ผู ้ เขียนขอขอบพระคุณผู ้ประเมินบทความ

วิชาการทุกท่านส�ำหรับข้อคิดเห็นและข้อเสนอแนะ

ที่เป็นประโยชน์อย่างมากในการปรับปรุงบทความ

ให้ส�ำเร็จลุล่วงได้อย่างสมบูรณ์
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