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1. บทนำ
	 ทฤษฎีบทค่ามัชฌิมสำหรับปริพันธ์ของฟังก์ชันค่าจริง  	                     ที่  f  ต่อเนื่องกล่าวว่า

 

                                                                           						      (a)

สำหรับบางค่า c ∈ (a,b) กรณีสองฟังก์ชันคือ f : [a,b]          และ  g : [a,b]          ที่  f ต่อเนื่อง และ  g  หา

ปริพันธ์รีมันน์ได้และไม่เป็นลบ จะมี  c ∈ (a,b) ที่

                                                               							       (b)

กรณี  f เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องและเป็นฟังก์ชันเพิ่ม  g หาปริพันธ์รีมันน์ได้และไม่เป็นลบ จะมี  c ∈ (a,b) ท

                                                  							       (c)

และกรณี  f และ  g เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง จะมี  c ∈ (a,b) ที่

  

										          (d)
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	 การพิสูจน์ (a) จะหาได้ในตำราแคลคูลัสทั่วไป กรณีสองฟังก์ชัน (b) นักคณิตศาสตร์ชาวฝรั่งเศส Pierre Ossian 

Bonnet (ค.ศ.1819-1892) ได้พิสูจน์ไว้ซึ่งจะได้กล่าวถึงและพิสูจน์ในตอนที่สาม (ทฤษฎีบท 3.1) การพิสูจน์ (c) และ (d) 

แนวคิดหลักได้จาก [2] และ [3]

2. ความรู้พื้นฐาน
	 ฟังก์ชันค่าจริง  f บนช่วงปิด [a, b] จะเขียนแทนด้วย                                                              โดยที่            คือเซต

ของจำนวนจริง

บทนิยาม 2.1 ให้                                 จะเรียก f ว่าเป็นฟังก์ชันเพิ่ม (increasing function) ถ้า  x1 <  x2 แล้ว  f(x1) ≤ f( x2) ทุก  

x1 , x2  ∈  [a, b]  เรียก f ว่าเป็นฟังก์ชันไม่เป็นลบ (non-negative function) ถ้า f(x) ≥ 0 ทุก  x  ∈ [a, b] และเรียก f ว่าเป็น 

ฟังก์ชันมีขอบเขต (bounded function)  ถ้ามี  B > 0  ที่ทุก f(x) ≤ B ทุก x  ∈ [a, b]

	

	 ทฤษฎีบทต่อไปนี้นำมาใช้โดยไม่พิสูจน์ สำหรับการพิสูจน์ดู [1] หรือ  [2] หรือ ตำราแคลคูลัส หรือ ตำราคณิต 

วิเคราะห์ทั่วไป

ทฤษฎีบท 2.2 (ทฤษฎีบทค่าระหว่างกลาง : Intermediate Value Theorem : IVT ) ให้                                   เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง 

และสมมติ  f(a) < f(b) สำหรับแต่ละจำนวนจริง   k  ที่  f(a) < k < f(b) จะมี  c ∈ (a, b) ที่  f(c) = k

ทฤษฎีบท 2.3 (ทฤษฎีบทค่าสุดขีด : Extreme Value Theorem : EVT) ถ้า  	                  และ f ต่อเนื่อง แล้วจะมี c 

และ d ใน  [a, b] ที่  f(c) ≤  f(x) ≤ f(d) ทุก  x ∈ [a, b] หรือมีจำนวนจริง  m, M ที่  m ≤  f(x) ≤ M ทุก x ∈ [a, b]

ทฤษฎีบท 2.4 (ทฤษฎีบทของรอล : Rolle’s Theorem) ให้                                ต่อเนื่องบน  [a, b] หาอนุพันธ์ได้บน  (a, b)  

ถ้า  f(a) = f(b) = 0 แล้วจะมี  c ∈ (a, b)  ที่ fʹ(c) = 0

	

	 เนื่องจากฟังก์ชันที่จะกล่าวถึงต่อไปเป็นฟังก์ชันที่หาปริพันธ์รีมันน์ได้  (Riemann integrable function)  

เพื่อจะนำไปสู่บทนิยามปริพันธ์รีมันน์ (Riemann integral) จึงสมควรที่จะทบทวนมโนทัศน์เกี่ยวกับผลบวกรีมันน์ 

(Riemann sum) โดยสัง เขปดังนี้  :  ให้  f  เป็นฟังก์ชันค่าจริงที่มีขอบเขตบน  [a ,  b]  ให้  P  เป็นผลแบ่งกั้น 

(partition) ความยาว N ของ  [a, b] นั่นคือ P ได้จากการเลือกจุดใดๆ ใน  [a, b]  ที่แบ่งช่วง  [a, b] ออกเป็น N ช่วงย่อย

	 ผลแบ่งกั้น P : a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b

	 ช่วงย่อย        : [x0 , x1],[x1 , x2],..., [xN-1 , xN]

ความยาวของช่วงที่ i , i = 1,2,...,N

			   Δ xi =  xi - xi-1

ค่าสูงสุด (maximum) ของความยาว  Δ xi เรียกว่านอร์ม (norm) ของผลแบ่งกั้น P เขียนแทนด้วย   P   และเรียกเซตของจุด 

C = {c1, c2,..., cN} โดยที่  ci ∈ [xi-1 , xi] ว่า เซตของจุดระหว่างกลาง (set of intermediate point) ผลบวกรีมันน์ นิยามดังนี้
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จากการปริทัศน์โดยสังเขปข้างต้นเราสามารถให้นิยามฟังก์ชันหาปริพันธ์รีมันน์ได้  และปริพันธ์รีมันน์ได้ดังนี้

บทนิยาม 2.5 ฟังก์ชัน                        หาปริพันธ์รีมันน์ได้ (Riemann integrable) ถ้าทุกผลบวก รีมันน์ เข้าสู่ลิมิต L 

ค่าหนึ่งและค่าเดียว เมื่อนอร์มของผลแบ่งกั้นเข้าสู่ศูนย์นั่นคือ

หรืออีกนัยหนึ่ง ถ้า                              มีค่าน้อยตามใจชอบเมื่อนอร์ม    P    เข้าสู่ศูนย์ [ทุก  ε > 0 จะมี  δ > 0 ที่ถ้า 

                      แล้ว                                       ] ไม่ว่าจะเลือกผลแบ่งกั้นและจุดระหว่างกลางเป็นอย่างไรก็ตาม

	 ลิมิต L ถ้ามีจริง (exist) จะเขียนแทนด้วย                         เรียกปริพันธ์นี้ว่า ปริพันธ์จำกัดเขต 

(definite integral) หรือ ปริพันธ์รีมันน์ (Riemann integral) ของฟังก์ชัน f บน [a, b]

ทฤษฎีบท 2.6 ให้                                เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องจะได้  f  หาปริพันธ์รีมันน์ได้

ทฤษฎีบท 2.7 ถ้า                                หาปริพันธ์รีมันน์ได้ ให้                                                               จะได้  

ต่อเนื่อง

ทฤษฎีบท 2.8 (ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส : Fundamental Theorem of Calculus : FTC) ให้  		         

เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง นิยาม

          

จะได้  F หาอนุพันธ์ได้  และ  Fʹ(x) = f (x)  สำหรับทุก x  ∈ [a, b]

ทฤษฎีบท 2.9 (สมบัติทางเดียว : Monotonicity) ให้                                  และ  g : [a, b]               เป็นฟังก์ชันที่หาปริพันธ์-

รีมันน์ได้ ถ้า  f(x) ≤ g(x) ทุก  x  ∈ [a, b]  

แล้ว 

3. ทฤษฎีบทค่ามัชฌิมสำหรับปริพันธ์กรณีสองฟังก์ชัน

ทฤษฎีบท 3.1 ให้                                 ต่อเนื่อง และ  g : [a, b]              หาปริพันธ์รีมันน์ได้ และไม่เป็นลบ (Riemann  

integrable and nonnegative) จะมี c ∈ (a, b) ที่

                                                                              						      (1)
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การพิสูจน์ จาก f ต่อเนื่องบน  [a, b] โดยทฤษฎีบทค่าสุดขีดจะมีจำนวนจริง  m และ M ที่  m  ≤ f(x) ≤ M  สำหรับทุก  

x ∈ [a, b] และเนื่องจาก  g(x) ≥ 0 สำหรับทุก  x ∈ [a, b] เราได้  mg(x)  ≤ f(x)g(x)  ≤ Mg(x) หาปริพันธ์ (integrating)  

จาก  a ถึง  b และโดยทฤษฎีบท 2.9 จะได้

จาก  m  และ  M  เป็นค่าคงตัวจะได้

ถ้า                 	         จะได้

นั่นคือ                                           ดังนั้นสำหรับทุก c ∈ (a,b) 

จะได้

ถ้า                                  จะได้                                  ดังนั้น 

โดยทฤษฎีบทค่าระหว่างกลางจะมี  c ∈ (a,b) ที่

ซึ่งจะได้

  ,
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บทแทรก 3.2 ให้                                    ต่อเนื่อง จะมี c ∈ (a,b) ที่

                                                                                       

(2)

การพิสูจน์  นิยาม  g : [a, b]               ดังนี้

	 g(x) = 1, a  ≤ x  ≤ b

จะได้ g หาปริพันธ์รีมันน์ได้และไม่เป็นลบ ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 3.1 จะได้ว่ามี  c ∈ (a, b) ที่

ทฤษฎีบท 3.3 ให้                                 เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องและเป็นฟังก์ชันเพิ่ม ให้  g : [a, b]            หาปริพันธ์รีมันน์ได้ 

และไม่เป็นลบ จะได้ว่ามี  c ∈ (a,b)  ที่

                                                   

(3)

การพิสูจน์ โดยทฤษฎีบท 3.1 จะมี  α ∈ (a,b) ที่

(i)

                                                                      

เนื่องจาก  f  เป็นฟังก์ชันเพิ่ม เราได้

		  f(a) ≤ f(α) ≤ f(b)

นิยาม  F : [a, b]              ดังนี้

จาก g หาปริพันธ์รีมันน์ได้ จะได้  F(x) นิยามแจ่มชัด (well-defined) และต่อเนื่องบนช่วง [a, b] (โดยทฤษฎีบท 2.7)  

จาก g(x)  ≥ 0 และ  f(α)  - f(a)  ≥ 0  จะได้

,
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โดยทฤษฎีบทค่าระหว่างกลาง จะมี  c ∈ (a,b)  ที่

ดังนั้น

     

              

นั่นคือ

(ii)

                        

ซึ่งจะได้จาก (i) และ (ii)

      

ทฤษฎีบท 3.4 ให้                                และ  g : [a, b]              เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง จะมี  c ∈ (a,b)  ที่

                                        

(4) 

การพิสูจน์   ให้

  

เนื่องจาก  f และ g ต่อเนื่อง จะได้  fg ต่อเนื่องบน  [a, b] ดังนั้น  fg หาปริพันธ์รีมันน์ได้    ให้

  

จะได้  F
1
(x) และ F

2
(x) ต่อเนื่องและหาอนุพันธ์ได้ ดังนั้น (x-b) F

1
(x) และ (x-a) F

2
(x) ต่อเนื่องและหาอนุพันธ์ได้ ซึ่งจะได้  

F(x) ต่อเนื่องและหาอนุพันธ์ได้บนช่วง [a, b]    จากการนิยาม  F(x)  จะได้  F(a) = 0 = F(b)โดยทฤษฎีบทของรอล จะมี  c 

∈ (a,b)  ที่

		  F ʹ(c) = 0

,
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หาอนุพันธ์ฟังก์ชัน  F(x) ได้

ดังนั้น

      

นั่นคือ

                  

	 ในทฤษฎีบท 3.4 ถ้าให้  g(x) = 1 สำหรับทุก  x ∈ [a,b]  จะได้

นั่นคือ จะได้ทฤษฎีบทค่ามัชฌิมสำหรับปริพันธ์ : 

                                                       ตามบทแทรก 3.2 หรือ ทฤษฏีบทค่ามัชฌิมสำหรับปริพันธ์
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